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Einleitung

So eine Arbeit wird eigentlich nie fer-
tig, man muf sie fir fertig erkliren,
wenn man nach Zeit und Umstinden
das maoglichste getan hat.

J.W. von Goethe

Das Studium der Mathematik an der Universitat beginnt iiblicherweise mit Vorlesun-
gen zur Analysis (Studium von Funktionen) und zur Linearen Algebra (Studium von
linearen Strukturen und ihren Verkniipfungen). Wéhrend Form und Inhalt einer Analy-
sisvorlesung in den ersten beiden Semestern ziemlich unumstritten festgelegt sind — fiir
die fortsetzenden Vorlesungen zu Differentialgleichungen, Funktionentheorie und Funk-
tionalanalysis gilt dies wohl schon nicht mehr — sind die Inhalte und ihre Gewichte einer
Vorlesung iiber lineare Algebra und analytische Geometrie nicht ganz so klar: Es besteht
viel Spielraum bei der Ausgestaltung und Gewichtung der Aspekte

Strukturen: Gruppen konkret und/oder abstrakt, Korper, Vektorrdume, ... ,
Anschauung: Elementargeometrie, euklidische und/oder projektive Geometrie, . .. |

Beschreibung: Basisfrei, Matrizenkalkiil, . .. .

Ziel unserer Darstellung ist eine Form, die klarmacht, woraus sich die Betrachtungsge-
genstdnde entwickelt haben, wo ihre Untersuchung weitergetrieben wird und worin ihre
Bedeutung als mathematische Objekte liegt. Im Wechselspiel von geometrischer Anschau-
ung, Entwurf einer axiomatischen Begriffswelt und Behandlung ganz konkreter Anwen-
dungen besteht ein ganz betréchtlicher Reiz dieser Vorlesung.

Diese Vorlesung soll nicht zuletzt eine Heranfithrung an die Geometrie sein. Wir holen
dabei etwas weit aus, indem wir das “Hilfsmittel“ Lineare Algebra entwickeln und wir
uns der linearen Algebra in der analytischen Beschreibung von geometrischen Objekten
bedienen (Analytische Geometrie).

Ordnen wir zunéchst einige Begriffe historisch ganz grob ein, etwas ausfiihrlichere histo-
rische Beziige wollen wir im Text an passender Stelle einstreuen.

Geometrie, so wie sie in der Antike verstanden wurde und von Euklid (Euklid von Alex-
andria (3657 — 3007 v.C.)) begriindet wurde, beschéftigt sich mit den Lagebeziehungen von
Figuren in der Ebene (“Planimetrie“) und von Kérpern im Raum (“Stereometrie®). Die
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iiberall in der Umwelt sichtbaren Lagebeziehungen waren Grundlage solcher Kiinste wie
Bau— und Vermessungswesen. Im Zentrum stehen die Objekte Gerade, Lot, Ebene, Kegel,
Polyeder, ... . Sie wurden ordnend gesichtet in dem mathematischen Zweig “Geometrie*.
Eine erste solche Sichtung war die Geometrie in der euklidischen Axiomatik, die spéter
unter die von R. Descartes (1596 — 1650) ausgearbeitete Koordinatengeometrie (oder ana-
lytische Geometrie) subsummiert wurde. Descartes falt Geometrie weiter: Er zdhlt alle
Objekte zur Geometrie, die durch algebraische Gleichungen beschrieben werden kénnen,
nicht nur die, die durch Konstruktionsverfahren zugénglich sind. Als eine weitere Sichtung
kann das sogenannte “Erlanger Programm®, formuliert von F. Klein (1849 — 1925), ange-
sehen werden. In diesem Programm wird die Geometrie als Theorie von Invarianten unter
Transformationen aufgefafit; die Gruppentheorie wird damit beim Studium geometrischer
Fragen von iiberragender Bedeutung. Vorausgegeangen war die voneinander unabhéngige
Entdeckung nichteuklidischer Geometrien (Verzicht auf das “umstrittene“ Parallelenaxi-
om) durch W.F. Bolyai (1775 — 1865), C.F. Gauf8 (1777 — 1832) und N.I. Lobatschewski
(1792 — 1856). Aufbauend auf Arbeiten von G. Desargues (1591 — 1661) iiber die Per-
spektive entwickelte sich (vor allem im 19. Jahrhundert) die projektive Geometrie. Mit
dem Aufsatz “Grundlagen der Geometrie“ (1899) vollendet D. Hilbert (1862 — 1943) die
Prézisierung der Axiomatik der Geometrie.

Die Algebra, die frither einmal die Kunst der Gleichungsauflésung war, ist heute in die
allgemeine Theorie der Verkniipfungen eingemiindet. Die lineare Algebra ist der Teil der
Algebra, der sich mit linearen Verkniipfungen beschéftigt und in der numerischen linea-
ren Algebra seine Verbindung zur Angewandten Mathematik hat. Die Algebra wird im
allgemeinen sehr abstrakt, axiomatisch betrieben, ihr Fundament hat sie in der Grup-
pentheorie — die systematische Untersuchung der Symmetrie fallt in diesen Bereich —,
ihre Verbindung zur Geometrie im Gebiet algebraische Geometrie (siehe Erlangener Pro-
gramm), Arithmetik kann als konkreter Hintergrund ausgemacht werden.

Hilfsmittel der Analysis in der Geometrie wurden interessant durch die Beschreibung
von Objekten durch Koordinaten. Die Diskussion von Kérpern und Kurven in ihrer ur-
spriinglichen Ausrichtung (Kegelschnitte, Spiralen, .. .) wird damit um analytische Mittel
bereichert. Ein Hohepunkt dieser Entwicklung ist mit C.F. Gaufl verbunden: Er verkniipf-
te zur Untersuchung der “inneren“ Geometrie von Flichen Algebra und Analysis in tiefer
und fruchtbarer Weise. Differentialgeometrie und algebraische Topologie kénnen als die
Gebiete angesehen werden, in denen schliellich diese Verbindung von Analysis und Alge-
bra intensiv weiterverfolgt wurde und wird.

Geometrie hat sich von der Elementargeometrie der Antike iiber die Einbeziehung von
analytischen, algebraischen und topologischen Strukturen weiterentwickelt. Geometrische
Sichtweisen finden sich in aktuellen Forschungsgebieten, etwa: Geometrische Mafitheorie,
geometrische Theorie dynamischer Systeme, Theorie der Fraktale, geometric aided design
(Graphikoberflache). Algebra hat Bedeutung iiber die oben angesprochenen klassischen
Gebiete hinaus etwa in der Verkniipfung von Gruppentheorie mit der theoretischen Physik,
in der die Rolle der Symmetrie eine iiberragende ist, in der Gruppentheorie bei endlichen
Strukturen, in der Computeralgebra.
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Der Stoff der Vorlesung wird von Grund auf ohne inhaltliche Voraussetzungen aufgebaut,
allerdings werden wir bei den Themen Fuklidische Vektorrdume, Konvexitét eine gewisse
Vertrautheit mit den dann wohl schon vorliegenden Ergebnisse der Analysis voraussetzen.
Zunéchst wollen wir im ersten Kapitel die Sprache entwickeln, mit der wir iiber die The-
men der Vorlesung reden wollen; sie ist in den Grundziigen aus der Schule bekannt. Im
2. Kapitel besprechen wir die konstruktive Losung linearer Gleichungssysteme. Sie macht
uns auf viele interessante Fragen und erwiinschte Abstraktionsschritte aufmerksam. Nach
der Abstraktionsstufe “Vektordume®, dem Kernstiick der Linearen Algebra, kommen wir
in Kapitel 4 dann auf hoherer Ebene zu den Gleichungssystemen zuriick. Das Kapitel
iiber Eigenwerte und Eigenvektoren beinhaltet Ergebnisse, die bereits viel Bedeutung fiir
Anwendungen (Differentialgleichungen, Spektraltheorie) haben. Ferner fiihrt es auf De-
terminanten hin, die im 7. Kapitel dann algebraisch abgehandelt werden. Im Kapitel iiber
Geometrie kommen wir zur urspriinglichen Intention von euklidischer und analytischer
Geometrie zuriick. Die Kapitel iiber euklidische Vektorrdume und Konvexitéit machen er-
ste, liber die elementare Losung von Gleichungssystemen hinausgehende, Anwendungen
moglich.

Die Beschiftigung mit Beispielen (kleinen Problemen) ist sehr wichtig. Zum einen kann ein
gutes Beispiel Intention und Kernpunkte einer Theorie einprégsam vermitteln, zum ande-
ren wichst aus der Beschéftigung mit Beispielen eine gewisse Vertrautheit mit der Theo-
rie. Im Skript kommen Beispiele etwas zu kurz, die Ubungsaufgaben zur Vorlesung und
Aufgaben in den Lehrbiichern (zum Teil mit Losungsskizzen) sind hierzu eine Ergédnzung.

Mit der Vorlesung wird der Einstieg in Vorlesungen des zweiten Studienjahres, soweit es
Vorkenntnisse aus der Linearen Algebra betrifft, moglich. Vorkenntnisse aus der Linearen
Algebra werden etwa unterstellt in den Vorlesungen iiber Mannigfaltigkeiten, Algebra,
Differentialgleichungen, Funktionalanalysis und Numerische Mathematik.

Die Ausarbeitung folgt keiner speziellen Lehrbuchliteratur. Besonders geeignet dafiir, den
Stoff in kompakter Form nachzulesen, sind die Biicher [15, 16, 26, 37, 31, 48]. Als gerade-
zu klassisches Lehrbuch iiber Lineare Algebra kann [32] angesehen werden; Sprache und
Formulierungen entsprechen nicht mehr ganz unserem heutigen Versténdnis. Bei Verbin-
dungen zur Analysis oder Verwendung von deren Resultaten verweisen wir auf [17, 53];
iiber Zahlen informiere man sich in [13]. Als weiterfithrende Literatur kann [23, 52] an-
gesehen werden, die Briicke zur angewandten Mathematik wird u.a. in [9, 21] und [48]
deutlich.

Fast alles steht so oder dhnlich in irgendeinem der im Literaturverzeichnis aufgefiithrten
(Lehr—)Biichern. Was das Skriptum vielleicht von anderen Biichern unterscheidet, ist in
der Ausformulierung die stéirkere Betonung des konstruktiven Aspekts, in der Stoffaus-
wahl der Verzicht auf eine ausfiihrliche Darstellung der affinen und projektiven Geometrie,
im Aufbau die Vermeidung von Determinanten bei der Diskussion von Eigenwerten und
Normalformen.

Die historischen Beziige im Text entnehmen wir vorwiegend [14, 20, 31, 49]. Diese Anmer-
kungen, festgemacht an Leistungen grofler Geister, sollten nicht den Eindruck erwecken,
dafl Geschichte der Mathematik sich nur entlang genialer Eingebungen entwickelt. Mathe-
matik war und ist auch Bestandteil der allgemeinen Entwicklung der Naturwissenschaften
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und Technik: Die Anfiange der Analysis orientierten sich an der Himmelsmechanik — wie
sihe die Mathematik aus, wenn die Erde der einzige Planet der Sonne wére und die Erde
keinen Mond hétte? —, das Buch, in dem Gaufl die Grundlagen der Geometrie legt, ist
gleichzeitig eine Abhandlung iiber Geodaésie.

Ohne zusitzliche Zeichen kommt die Mathematik nicht aus. Wir versuchen, neben den
noch einzufithrenden Symbolen mit dem lateinischen und dem griechischen Alphabet aus-
zukommen. Hier ist das griechische Alphabet:

A« Alpha I,. | Jota P p Rho
B, Beta K,k | Kappa 3,0, | Sigma
I,y Gamma || A, | Lambda || T, 7 Tau

A6 Delta M, | My T, v Ypsilon
E e,e | Epsilon | N,v | Ny 0] Phi
Z,C Zeta =& | Xi X,x | Chi
H.n Eta 0,0 | Omikron || ¥, | Psi
0,0,9 | Theta II,7 | Pi Qw Omega

Wahrlich es ist nicht das Wissen, sondern das
Lernen, nicht das Besitzen sondern das Erwer-
ben, nicht das Da—Seyn, sondern das Hinkom-
men, was den grofiten Genuss gewahrt. Wenn ich
eine Sache ganz ins Klare gebracht und erschopft
habe, so wende ich mich davon weg, um wieder
ins Dunkle zu gehen; so sonderbar ist der nim-
mersatte Mensch, hat er ein Gebdude vollendet,
so ist es nicht um nun ruhig darin zu wohnen,
sondern ein andres anzufangen.

(GauB an Bolyai, 2.9.1808)
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Kapitel 1

Mengen und Abbildungen

In diesem Kapitel geben wir eine Einfithrung in die heute iibliche Sprache der Mathematik,
soweit sie hier Verwendung findet, und stellen im Kontext einige Objekte vor, die allgemein
bekannt sein diirften.

1.1 Aussagen

Fiir die Formulierung unserer Aussagen von mathematischem Gehalt benotigen wir Verab-
redungen, Sprechweisen, Symbole und eine griffige Notation. Dabei wollen wir aber nicht
in die Tiefen der mathematischen Grundlagen (Mengenlehre, Logik) eintauchen, sondern
geben uns mit einem “naiven“ Standpunkt zufrieden. Er fiithrt zu keinerlei Konflikten, da
wir uns stets mit ziemlich konkreten Objekten beschéftigen.

Als logische Verkniipfungen (Junktoren) verwenden wir:

Junktor Sprechweise Symbol
Negation ... nicht ... =
Konjunktion ...ound ... A
Alternative ...oder ... vV
Implikation ... wenn, dann ... -
Aquivalenz | ... genau dann, wenn ... —

Beachte, daB die Aquivalenz bereits mit den dariiberstehenden Junktoren formuliert wer-
den kann.

In Definitionen weisen wir mathematischen Objekten manchmal Eigenschaften mit einem
definierenden Aquivalenzzeichen : <= zu, etwa:

Objekt O hat Eigenschaft E : <= Aussage A iiber das Objekt O ist wahr (gilt).

Ein Beweis eines Satzes mit Voraussetzung (V) und Behauptung (B) ist eine Kette von
Implikationen, ausgehend von der Aussage (V) bis zur Aussage (B):
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Das indirekte Beweisverfahren stellt sich dann so dar:
-(B) = ... = ~(V)
Es basiert auf der Beobachtung
(P = Q) < (-Q@ = -P),

wenn P,QQ Aussagen sind.

1.2 Mengen

Den Begriff der Menge wollen und kénnen und sollten wir hier ebenso wie die obigen
Junktoren nicht im Sinne der mathematischen Grundlagen einfithren. Er dient uns nur
als Hilfsmittel fiir eine moglichst kurze Notation von konkreten Mengen. Von G. Cantor
(1845 — 1912), dem Begriinder der Mengenlehre, haben wir folgende Definition:

Eine Menge ist eine Zusammenfassung bestimmter wohlunterschiedener Objek-
te unserer Anschauung oder unseres Denkens — welche Elemente der Menge
genannt werden — zu einem Ganzen.

Eine Menge besteht also aus Elementen, kennt man alle Elemente der Menge, so kennt
man die Menge. Beispiele:

:= Menge der natiirlichen Zahlen
Menge der ganzen Zahlen

:= Menge der rationalen Zahlen

S N5
R

Menge der reellen Zahlen

Die oben eingefiihrten Zahlen IN, ZZ, @, IR tragen zusétzliche Strukturen: In IN kénnen
wir ohne Einschrankung addieren und multiplizieren, in Z kénnen wir ohne Einschréankun-
gen addieren, subtrahieren und multiplizieren, in @), IR kénnen wir addieren, subtrahieren,
multiplizieren und mit Zahlen # 0 dividieren. Wir werden insbesondere diese zusétzliche
Struktur von @, IR noch zum Anlaf} fiir umfangreiche Betrachtungen nehmen.

Man kann eine Menge dadurch bezeichnen, dafl man ihre Elemente zwischen zwei ge-
schweifte Klammern (Mengenklammern) schreibt. Die Zuordnung eines Elements zu einer
Menge erfolgt mit dem Zeichen “ € “.
Es hat sich als zweckméfig erwiesen, den Mengenbegriff so aufzufassen, dafl eine Menge
aus gar keinem Element bestehen kann. Dies ist dann die leere Menge, das Zeichen dafiir
ist

() = leere Menge.
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Das Hinschreiben der Elemente kann auf dreierlei Weise geschehen: Hat die Menge nur
ganz wenige Elemente, so kann man sie einfach alle hinschreiben, durch Kommata ge-
trennt, auf die Reihenfolge kommt es dabei nicht an, etwa:

{1,2,3} = {2,3,1} = {3,3,1,2}.

Die zweite Moglichkeit ist, Elemente, die man nicht nennt, durch Punkte anzudeuten,
etwa:

{1,2,3,4,5,6,7,8} = {1,2,...,8y = {1,...,8}.

Die dritte Moglichkeit besteht darin, Objekte einer Menge als Elemente dadurch zuzuord-
nen, daB man ihnen eine charakterisierende Eigenschaft zuweist. Ist E eine Eigenschaft,
die jedes Objekt x einer Menge M hat oder nicht hat, so bezeichne

{z € M|z hat die Eigenschaft E'}
die Menge aller Elemente von M, die die Eigenschaft F haben; etwa
INg := {z € Z |z nicht negativ}.

Wichtig beim Hinschreiben von Mengen ist, dafl stets nachgepriift werden kann, ob ein
spezielles Objekt einer in Frage stehenden Menge angehort oder nicht; in der Definition
von Cantor ist dies festgehalten. (Dies korrespondiert mit dem ausgeschlossenen Dritten).

Nun haben wir schon viele Worte zu einem recht einfachen Sachverhalt gemacht.

... Ahnlich ist es mit der Notation der Mengenlehre. Sie ist so einfach, daf sie schon an der
Grundschule gelehrt werden kann. Was manchmal seitenlang in einem Vorwort zu einem Lehrbuch
steht, pafit schon in ganz wenige Satze: Mit p € F wird ausgedriickt, dafl p ein Element der Menge
F ist, und mit F' C G, daf} jedes Element von F' ebenso ein Element von G ist. Haben wir zwei
Mengen A und B, dann ist AN B die Menge, die jene Elemente enthélt, die sowohl zu A als auch
zur Menge B gehoren; mit AU B ist die Menge gemeint, die jene Elemente enthilt, die zur Menge
A, B oder zu beiden gehoren; und A’ ist die Menge jener Elemente, die nicht zu A gehoéren. Eine
Menge, die keine Elemente enthilt, ist eine leere Menge und wird mit ), manchmal auch mit {}
angegeben, geschweifte Klammern ohne Inhalt. Ende des Mini-Kurses.

Poulos, J.A.: Von Algebra bis Zufall, Campus, Frankfurt, 1992

Den obigen Mini-Kurs bringen wir noch in eine “anstdndige® Form:

Definition 1.1
Seien A, B Mengen.

(0) ACB: <= (r€ A = z € B) (Teilmenge)
(b)) A=B:<—= (ACB,BCA) (Gleichheit)
(c) ANB :={z|lr € Aund z € B} :={z|x € A,x € B} (Durchschnitt)
(d) AUB :={z|zx € A oder x € B} (Vereinigung)

a
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Das Symbol “:=* haben wir als definierendes Gleichsetzen von Mengen eingefiihrt.

Die Niitzlichkeit der leeren Menge ) wird deutlich bei der Definition des Durchschnitts.
Hier ist ja der Fall, daB AN B kein Element enthalt, sicherlich nicht auszuschliefen.

Nun ist es niitzlich, einige abkiirzende Rechenregeln zur Hand zu haben.

Rechenregeln: Seien A, B, C' Mengen.

(Rl) AcCB,BC(C = AcCC (Transitivitat)
(R2) Au(BUC)=(AuB)UC (Assoziativgesetz)
(R3) AnN(BNC)=(AnB)NnC (Assoziativgesetz)
(R4) AUB=BUA (Kommutativgesetz)
(R5) ANB=BnNA (Kommutativgesetz)
(R6) AN(BUC)=(ANB)U(ANC) (Distributivgesetz)
(R7) Au(BNC)=(AUuB)N(AUCQC) (Distributivgesetz)

Beweis von (R6):

Wir haben zu zeigen: AN(BUC) C (ANB)U(ANC),(ANB)U(ANC)C AN(BUC).
Seix € AN(BUC). Dann gilt: x € A,z € BUC'. Daraus folgt: z € ANB oder z € ANC,
je nachdem, ob z € B und/oder z € C. Daraus schlieflen wir: z € (AN B) C (AN C).
Fiir den Beweis der anderen Inklusion lese man die eben vorgefithrten Beweisschritte
riickwarts. [

Ein wichtiges Konstruktionsverfahren fiir Mengen ist die Produktbildung:

Definition 1.2
Seien A, B Mengen.

(a) Sind a € A,b € B, so heifst (a,b) das zugeordnete geordnete Paar (bezogen
auf die Reihenfolge “zuerst A, dann B*).

(b) Zwei Paare (a,b),(a',b') mit a,a’ € A, b,b' € B, heiflen gleich genau dann,
wenn a =a',b=1".

(¢) Die Menge A x B := {(a,b)|la € A,b € B} heifit das kartesische Produkt
von A, B.

O
Wir haben folgende Rechenregeln: Seien A, B, C' Mengen:
(R8) Ax (BUC)=(AxB)U(AxC).
(R9) Ax (BNC)=(AxB)Nn(AxC).
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Als Kurznotation verwenden wir (A Menge):
A=A, A" = Ax A", ne N .
Hierbei haben wir die induktive Definition verwendet:

Induktiver Beginn: A! := A.
Induktiver SchluB: (A™ definiert = A™*!:= A x A" ist definiert)

Diese Art zu definieren basiert auf der vollstindigen Induktion, die wir hier ohne
weitere Erlduterung anfithren, eine intensive Beschéftigung damit findet in der Analysis
statt:

Eine Aussage A(n) ist fiir alle n € IN wahr, wenn gilt:

e A(1) ist wahr; (Induktionsbeginn)
e Fiir alle £ € IN gilt:
Ist A(k) wahr, dann ist A(k + 1) wahr. (InduktionsschluB)

Beispiel 1.3
Beweise, daf} fiir jede natiirliche Zahl n gilt:

(n+3)?>3(n+3)+n
Wir betrachten dazu die Aussage
An) : n+3)2>3(n+3)+n

und beweisen die Giiltigkeit der Aussage fiir jedes n € IN nach dem Induktionsprinzip.
Induktionsbeginn: A(1) ist wahr, da 42 > 12 + 1 ist.
Induktionsschlufl: Sei A(n) wahr.

(n+1)+3)* = ((n+3)+1)>

= (n+3)°+2(n+3)+1
3n+3)+n+2n+3)+1

3n+3)+n+1+3

= 3(n+4)+n+1

>
>

Also folgt aus der Giiltigkeit der Aussage A(n) die Giiltigkeit der Aussage A(n + 1).
Die Aussage A(n) ist nach dem Induktionsprinzip nun fiir alle n € IN bewiesen.
Man sieht, da8 die Ungleichung

(n+3)?*>3(n+3)+n,ne N,

direkt auch ohne den Riickgriff auf das Induktionsprinzip bewiesen werden kann!
Die Aufgabe kann offenbar auch so formuliert werden: Beweise

An) :n*>3n+n—-3,ncIN,n>3.
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Der Induktionsbeginn sieht dann so aus:
A'(4) ist richtig, da 4% > 12 + 1 ist. O

Als weiteres Beispiel fiir die induktive Definition fithren wir die Definition des Summen-
zeichens an. Wir setzen:

n n+1 n
Zai =ay,firn=1, Zai = an+1—|—2ai ,firn > 1;
i=1 i=1 i=1

dabei sind etwa ai,...,a,41 € IR .

Damit sind nun die Mengen
ﬂv”? Zn? @n7n€ ﬂv?

erklart. Ebenso etwa
N49 = {1, e ,49} 5 Nfg = (N49)6 5

Nrotto := {x = (21,...,76) € Nig|z1, ..., 26 paarweise verschieden}.
Ist A eine Menge und « € A", n € IN, so gibt es x1,...,z, € A mit z = (z1,...,x2). Dies
ist die Schreibweise als n-Tupel der Elemente in A™. Dabei haben wir die Schreibweise

schon naheliegend verkiirzt; wir haben ja zundchst nur zweistellige Paarklammern (-, -)
definiert.

Definition 1.4

Sei A eine Menge. Die Potenzmenge von A ist die Menge der Teilmengen von A
einschliefllich der leeren Menge:

P(A) := {B|B C A}.

Mitunter benotigen wir

Definition 1.5

Sei X eine Menge und seien A, B Teilmengen von X. Dann heifst die Menge Q‘A =
{z € X|z ¢ A} das Komplement von A in X und A\B := {z € Alx ¢ B} die

Differenzmenge von A, B. -

1.3 Abbildungen

Mit Abbildungen driicken wir den mathematischen Sachverhalt aus, dafl es zwischen zwei
Objekten eine klar definierte Abbhéngigkeit gibt. Wiederum behandeln wir den Begriff
auf der Ebene einer naiven Auffassung, auf der Ebene einer fundierten Mengenlehre 1483t
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sich der Begriff der Abbildung ebenso wie der Umgang mit Mengen auf eine sicherere
Basis stellen.

Definition 1.6
Seien A, B,C, D Mengen.

(a) Eine Abbildung f von A nach B ist eine Vorschrift, durch die jedem a € A
genau ein f(a) € B zugeordnet wird; A heifit Definitionsbereich, B heifit
Wertebereich von f.

(b) Zwei Abbildungen f: A — B, g:C — D heiflen gleich, wenn
A=C,B=D, f(z) =g(x) fir alle x € A

gilt.

Sei f eine Abbildung von A nach B. Wir schreiben dafiir
f:A — B,z — f(z)

oder
f:A>z2 — f(z)eB

oder kurz
f:A — B.

(Wir verwenden meist fiir Abbildungen zwischen Mengen von Zahlen das Wort “Funk-
tion“. Dahinter steckt kein Tiefsinn.)

Definition 1.7
Sei f: A — B eine Abbildung. Die Menge

graph(f) :=={(a,b) € Ax Bla€ A,b= f(a)}

heifst der Graph von f.

Satz 1.8
Seien A, B Mengen und sei G C A X B. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Es gibt eine Abbildung f: A — B mit graph(f) = G.

(ii) Zu jedem a € A gibt es genau ein b € B mit (a,b) € G.

Beweis:
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Dies ist eine triviale! Umformulierung der Definitionen 1.6 und 1.7. [

Wir fithren noch Quantoren ein. Damit konnen wir dann viele Resultate und Definitionen
noch kompakter hinschreiben.

Notation | Sprechweise

Va e A “fiir alle Elemente a in A

Jac A “es existiert a in A

Jia e A “es existiert genau ein a in A“

Va (P) “fiir alle Elemente a in A ist P wahr*
Va (P) “fiir alle Elemente a in A gilt P¢

Bemerkung 1.9

Unter Benutzung der eben eingefithrten Quantoren lassen sich die dquivalenten Bedin-
gungen von Satz 1.8 wie folgt formulieren:

(¢) 3f : A — B(graph(f) = G).

(17) YVa € A 31b € B((a,b) € G).

Die Bedingung (7¢) — und damit auch (i) — sagt, daf} eine Abbildung immer wohldefiniert
ist, was man noch dquivalent schreiben kann als

Va,o' € Ala=d = f(a) = f(a'))

oder
Va,a' € A(f(a) # f(d') = a#4d).

Beispiel 1.10

An folgender Funktion, die in der Analysis gelegentlich als Gegenbeispiel Verwendung
findet, wollen wir eine weitere Form des Hinschreibens einer Funktion kennenlernen.

Betrachte
1,fallsz € @

ol — IR, @ — {O,fallsxelR\@

Wie soll man den Graph hinzeichnen? O

Ltrivial = platt, seicht, alltéiglich, kommt von Trivium, ein lateinisches Wort fiir Dreiweg, womit der
untere Lehrgang mittelalterlichen Universitétsunterrichts (Grammatik, Dialektik, Rhetorik) bezeichnet
wurde. In der Mathematik nennen wir eine elementare oder offensichtliche Schlulweise oder Aussage
trivial.
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Definition 1.11

Seir A eine Menge. Dann nennt man die Abbildung
idg: A2 — € A

die Identitat auf A. (Manchmal lassen wir den Index A weg und schreiben einfach
id, wenn klar ist, um welches A es sich handelt.)

O
Definition 1.12
Seien A, B Mengen. Dann heifit die Abbildung
m:AxB>(a,b) — a€c A
die Projektion auf den ersten Faktor. -

Es sollte klar sein, dafl entsprechend auch die Projektionen auf beliebige Faktoren in einem
kartesischen Produkt A™ erklért sind:

Tt A" S = (21,...,x5,...,2y) —> ;€ A(JE{L,...,n}).

Definition 1.13
Sei f : X — Y eine Abbildung und seien A C X, B C Y . Dann heifit die Menge

f(A) =A{f(z)|z € A}
die Bildmenge von A oder das Bild von A, und die Menge
fH(B) = {z € X|f(x) € B}

heifit die Urbildmenge von B oder einfach das Urbild von B.

Rechenregel sind (f: X — Y, A1, Ay C X, By, By C Y):
R1) Ay C Ay = f(A41) C f(Ag)

(A1 U As) = f(A1) U f(As)

(A1 N As) C (A1) N f(A2)

(R1)
(R2) f
(R3) f
(R4) B1 C By = fY(B1) C f(Bs)
(R5)

R5) f~H(B1UBy) = f(B1) U f(By)
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(R6) f1(B1\B2) = f~1(B)\f!(B2)
Die Beweise hierzu sind nahezu trivial, wir iibergehen sie daher.

In der folgenden Definition verwenden wir die kompakte Quantoren—Schreibweise, nicht
immer wollen wir so verfahren, da dann der Text ziemlich “unleserlich* wiirde.

Definition 1.14
Seir f: X — Y eine Abbildung.

(i) f injektiv: <= Vz,2' € X (x #2' = f(x) # f(2))
(ii) f surjektiv:<= VyeY dr e X (y = f(x))

(iii) f bijektiv : <= f injektiv und surjektiv.

Man vergleiche (¢) mit der Umformulierung der Wohldefiniertheit in Bemerkung 1.9.

Definition 1.15

Seten f: X — Y, g:Y — Z Abbildungen. Die Hintereinanderausfiihrung
oder Komposition g o f der Abbildungen f,q ist erklirt durch

gof: X3z — g(f(z)) e Z.

Der Grund fiir die Reihenfolge “zuerst g, dann f“ in der Schreibweise von g o f ist der,
daf ein Bild unter der zusammengesetzten Abbildung g o f gerade g(f(z)) ist.

Rechenregeln sind (f: X — Y,g:Y — Z h:Z — W Abbildungen):
(R7) idy o f = foidx
(R8) ho(gof)=(hog)of (Assoziativgesetz)

Man beachte aber, daf§ fiir die Hintereinanderausfithrung von Abbildungen ein Kommu-
tativgesetz ( f o g = g o f) nicht gilt. Dies sieht man etwa mit

f:R>z — z+1cR,g:R>x — 2°c IR,

da
foglx)=2>+1,gof(x)=(z+1)?°,z€ R,

gilt.
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Satz 1.16
Sei f: X — Y eine Abbildung und sei B := f(X). Dann gilt:

(a) f ist injektiv <= Jg: B — X(go f =idx)
(b) f ist surjektiv <= Jg:Y — X(f og=idy)

(c) f ist bijektiv <= Jg:Y — X(go f=1idx,fog=ridy)

Beweis:
Zunéchst eine Voriiberlegung.
Sei y € B. Dann ist f~*({y}) # 0; wihle z, € f~!({y}). Damit definieren wir

G:Boy — g(y) =z, X.

Zu (a).
Sei f injektiv. Wir setzen g := §. Da f injektiv ist, gilt f~*({y}) = z, fiir jedes y € B.
Sei z € X,y := f(z). Dann ist also z = z,, und wir haben

(go f)(z) =g(f(2)) = 4(f(zy)) = 2y =z = idx(z) fir alle z € X .

Seinun g : B — X mit go f =idx. Seien z,2’ € X mit f(z) = f(2'). Dann ist

z =idx(z) = g(f(z)) = g(f(2")) = idx(a') = 2,

was wir zeigen wollten.
Zu (b).
Sei f surjektiv. Wir setzen g := g und beachten B =Y . Dann ist

(fog)) = f(9(y)) = f(zy) =y =1idy(y).

Die Umkehrung ist trivial.

Zu (c).

Gibt es g mit den notierten Eigenschaften, dann ist nach (a) und (b) die Bijektivitét von
f klar.

Sei nun f bijektiv. Dann gibt es nach (a) und (b) Abbildungen g, : ¥ — X und
g Y — X mit g,0 f =idx, fog,=1idy. Wir zeigen g, = g, und sind dann fertig.
Unter Verwendung der eben angefiihrten Identitéaten folgt:

o =Gaotdy =goo (fog) =(g.0f)og=1idxogy=gp-

Im obigen Beweis haben wir in der Voriiberlegung das sogenannte starke Auswahlaxiom der
Mengenlehre verwendet. Es lautet (etwas oberflachlich): Aus einer Familie nichtleerer Mengen
kann man aus jeder Menge ein Element auswéhlen. Es mag einleuchtend erscheinen, doch hat die
Erfahrung gezeigt, dafl im Umgang mit unendlichen Mengen nichts als selbstversténdlich angenom-
men werden sollte. Das Auswahlaxiom — von E. Zermelo (1871 —1953) und A. Frinkel (1891 — 1965)
wurde ein Axiomensystem (ZF-System) fiir die Mengenlehre begriindet — ist so bedeutsam, weil
die Beweise zahlreicher Sdtze der Mengenlehre von seiner Anerkennung abhingen. Von P. Cohen
wurde 1963 gezeigt, dafl dieses Axiom unabhéingig von den restlichen Axiomen des ZF-Systems
ist, es kann also durch die anderen ZF-Axiome weder widerlegt noch bewiesen werden.
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Die Abbildung g aus (c¢) in Satz 1.16 ist eindeutig bestimmt, denn ist ¢’ : Y — X eine
weitere Abbildung mit
gof=idx,fog =idy,
dann folgt
g=goidy =go(fog)=(gof)og =idxog =g

Dies fiithrt zu

Definition 1.17

Seir f: — Y eine bijektive Abbildung. Dann heifit die nach Satz 1.16 existierende
Abbildung g : Y — X mit go f = idx, f o g = idy die Umkehrabbildung von

f. Wir schreiben dafiir f=1. .

Nun haben wir zweimal das Symbol f~! erklirt. Dies sollte jedoch keine Schwierigkeiten
bereiten, da aus dem Zusammenhang heraus wohl immer klar wird, ob die Umkehrabbil-
dung oder eine spezielle Urbildmenge gemeint ist.

Mit Abbildungen kénnen wir auch die Elemente einer Menge zéhlen. Als Vorbereitung

Satz 1.18

Seir A eine Menge, seien n,m € IN, und seien ¢ : A — IN,, ¢ : A — 1IN,
bijektiv. Dann gilt n =m.

Beweis:
Wir beweisen mit vollstédndiger Induktion die Aussage

Zun € IN gibt es fiir 1 < m < n keine injektive Abbildung g : IN,, — IN,, .

n=1:Klar,da IN,, = {1}, IN,, = 0 fiir m < n.

n + 1: Annahme: Es gibt eine injektive Abbildung g : IN,41 — IN,, 1 <m <n+1.
Da g injektiv ist und IN,; mindestens die Elemente 1,2 enthélt, ist 1 < m. Sei k :=
g(n + 1). Offenbar gibt es eine Bijektion f : IN,, — IN,, mit f(i) = i fiir i # k,m
und f(k) = m, f(m) = k. Nunist (f o g)mw, : INn — IN,,_1 injektiv, wobei also
1 <m —1 < n gilt. Dies ist im Widerspruch zur Induktionsannahme.

Nachdem nun die obige Aussage bewiesen ist, ist die Behauptung des Satzes schnell ge-
zeigt.

Annahme: Es gibt eine bijektive Abbildungen ¢ : A — IN,, ¥ : A — IN,,, n#m.
O.E.seietwan > m.Dao¢~!: IN, — IN,, bijektivist, haben wir einen Widerspruch
zur obigen Aussage. u
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Definition 1.19
Seir X eine Menge.

(a) M heifit endlich, wenn es ein N € IN und eine bijektive Abbildung
&M — {1,...,N} gibt. Da nach Satz 1.18 die Zahl N eindeutig bestimmit
ist, ist die Schreibweise #M := N wohldefiniert.

(b) M heifit abzéhlbar unendlich, wenn es eine bijektive Abbildung
E: M — IN gqibt. Wir schreiben dann #M = oo.

(c) M heifit abzihlbar, wenn M endlich oder abzdihlbar unendlich ist.

Die obige Definition sagt also, daf§ wir die Elemente einer (endlichen) Menge M gezéhlt
haben, wenn wir eine Bijektion ¢ : M — {1,..., N} gefunden haben; das Zahlergebnis
ist #M = N.

Man beachte, daf§ es Mengen gibt, die nicht abzéhlbar sind. Ein wichtiges Beispiel ist
M := IR . Das Cantorsche Diagonalisierungsverfahren, das iiblicherweise in der Analysis
im Zusammenhang mit der Dezimalbruchentwicklung vorgestellt wird, belegt dies.

Satz 1.20

Sei X eine Menge mit #X = N . Dann gilt #P(X) =2V .

Beweis:
Wir beweisen die Aussage

X Menge mit #X =n = #P(X)=2"

durch vollstédndige Induktion nach n .

n=1: Hier ist X = {z} und daher P(X) = {0, {z}}, #P(X) =2.

(Wir hétten auch mit n = 0 beginnen konnen. Hier ist X = () und daher P(X) =
{0}, #P(X) = 1= 2°.)

n+1: Es ist etwa X = {a1,...,an41}. Setze X’ := {ay,...,a,}. Die Induktionsannahme
besagt #P(X') =2".

Sei nun A eine Teilmenge von X . Ist a,,+1 € A, dann ist A = {a,+1}UA mit A’ € P(X').
Ist any1 € A, dann ist A € P(X'). Dies zeigt #P(X) = 2" + 2" = 2", u

Definition 1.21
Seir f: X — Y eine Abbildung und sei A C X. Dann heif$t
f|A:A9x — f(z) €Y

die Einschréankung von f auf A.
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1.4 Relationen

Das Gleichheitszeichen “ = verwenden wir in einer Menge unter der stillschweigenden
Annahme der folgenden Regeln:

T=T;x=Y — Y=T;T=Y,Y=2 — T =2.
Dies nehmen wir zum Anlaf fiir

Definition 1.22
Sei X eine Menge. Eine Teilmenge R C X x X heifit Aquivalenzrelation auf X,

falls gilt:
(i) (z,z) € R fir alle v € X (Reflexivitdt)
(i) (z,y) e R = (y,x) € R (Symmetrie)
(iii) (z,y),(y,2) € R = (z,2) € R ( Transitivitdit)

O
Liegt mit R auf X eine Aquivalenzrelation vor, so schreiben fiir (z,y) € R

xﬁyoderkurzxwy.

Die Bedeutung einer Aquivalenzrelation liegt darin, daB man damit die Menge X in
Klassen einteilen kann, eine Einteilung, die eventuell grober ist, als die Aufteilung in
einelementige Mengen, und die beziiglich eines “Merkmales*“ doch noch aussagekréftig
ist. Die Klasseneinteilung geschieht durch

2] ={ye Xly~a},reX,

und
X)p = {z]|r € X}.

Die Objekte [z] heifien Aquivalenzklassen, z heifit Repriisentant der Klasse [z]. Man

beachte, dal jedes y € X mit y L g als Représentant fiir [z] Verwendung finden kann.
Das folgende Lemma zeigt, dal X durch “ ~ “ in disjunkte Klassen zerlegt wird.

Lemma 1.23

Sei X eine Menge und sei R eine Aquivalenzrelation auf X. Dann gilt:
(a) Fiir jedes v € X gibt es [y] € X, mit x € [y].
(b) Es ist x ~y genau dann, wenn [z] = [y] gilt.

(c) Zwei Aquivalenzklassen besitzen genau dann nichtleeren Durchschnitt, wenn
sie gleich sind.

Beweis:
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Zu (a). Klar: z € [z] fiir alle z € X wegen der Reflexivitét von “~*.

Zu (b). Sei x ~ y. Sei u € [z]. Dann ist u ~ z und aus der Symmetrie und der Transitivitét
folgt u ~ y, d.h. u € [y]. Alsoist [z] C [y] gezeigt. Die Aussage [y] C [z] folgt véllig analog.
Ist [z] = [y| dann ist x ~ y, da wir = € [y| = [z] haben.

Zu (c). Unter Beachtung der Transitivitit, der Symmetrie von “~“ und (b) folgt

zelz|Ny] <= z~z,2~vy <= xz~y < [2] =y

was zu beweisen war. m

Definition 1.24

Seir X eine Menge. Eine Teilmenge O C X x X heifst Halbordnung von X, falls
qilt:

(i) Fir alle x € X gilt (z,z) € O.
(i) (z,y) €O, (y,z) €0 = y==x.
(iii) (z,y),(y,2) € O = (z,2) € 0.
Ist zusdtzlich noch
(i) Fir alle z,y € X gilt (z,y) € O oder (y,z) € O

erfillt, dann heifst O eine Ordnung von X.

Meist schreibt man bei Vorliegen einer Halbordnung O statt (z,y) € O auch x 2 y oder
kurz z < y.

Offenbar haben wir das Ungleichungszeichen “ <“ zum Anlaf} fiir obige Definition 1.24
genommen. Die {ibliche “Kleiner-Gleich-Beziehung“ in Z und @ ist eine Ordnung.

Beispiel 1.25
Ist X eine Menge, dann ist in P(X) eine Halbordnung O definiert durch

(A,B)€eO:<= A<B:<—= ACB.

Beachte, dafl nur in trivialen Fillen eine Ordnung vorliegt. O

1.5 Zahlen

Die reellen Zahlen bezeichneten wir mit IR . Sie umfassen die rationalen Zahlen und wir
kommen von den rationalen Zahlen zu den reellen Zahlen, indem wir auch Dezimalzahlen
zulassen, die keine echten Briiche darstellen. In der Analysis wird diese Konstruktion
genauer studiert. Jedenfalls stehen auch hier wieder die Rechenarten
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“Addition, Subtraktion, Multiplikation, Division“

wie in @ zur Verfiigung. Im Kapitel iiber Vektorrdume werden wir dies zum Anlafl nehmen,
die Existenz solcher “Verkniipfungen“ von Zahlen axiomatisch einzufiihren.
Dariiberhinaus haben wir sogar eine Anordnung in @), ja sogar in IR, d.h. fiir alle x,y € IR
gilt genau eine der folgenden Alternativen (siehe Definition 3.26):

xr =y oder x <y oder x >y.
Damit ist dann der Betrag |z| einer Zahl x € IR erklért:

x , fallsx >0
|z| ;=3 —z | fallsx <0
0 ,fallsz=0

Hierbei ist —x das Negative von .

Ausgehend von IR kénnen wir auch IR™ definieren. Zwischen R' und IR besteht dann ein
zu vernachléssigender formaler Unterschied.

Wir werden IR? als Modell zur Beschreibung der anschaulichen Ebene und IR? als Modell
zur Beschreibung des anschaulichen Raumes kennenlernen.

Skizzieren wollen wir nun den Konstruktionsweg von den natiirlichen Zahlen zu den ganzen
Zahlen. Wir sehen dabei die Niitzlichkeit des Begriffs der Aquivalenzrelation.
Auf IN x IN 143t sich eine Aquivalenzrelation durch

R:={((m,n), (k1)) € IN*x IN*|m +1=n+k}

einfithren. Man bestétigt leicht, dafl in der Tat eine Aquivalenzrelation vorliegt.
Die Zuordnung eines Paares (m,n) zu einer Klasse [(k,[)] geschieht unter dem Gesichts-
punkt, dafl die Differenz m—mn gleich der Differenz k—1 ist. Dies liefert den Zusammenhang
zur Menge der ganzen Zahlen ZZ, wenn wir sie schon als bekannt voraussetzen. Dazu
definieren wir

J:(INxIN)/, > [(m,n)] — m—-n€Z .

Dies ist eine bijektive Abbildung, wie man leicht bestatigt. Wir haben
0=J([(n,n)],1=J([(n+1,n)], =1 =J([(n,n+1)]) (n € IN beliebig).

Daran erkennen wir den Weg, ausgehend von der Kenntnis der natiirlichen Zahlen, die
ganzen Zahlen zu konstruieren:

Man fithrt Z als Menge der Aquivalenzklassen (IN x IN),,. ein.
Vervollstéandigt wird dieser Schritt durch die Beobachtung, dal durch
[(m, )] @ [(k, )] := [(m + k,n +1)]
eine “Addition“ und durch

[(m,m)] O [(k, D] :=[(m-k+n-lm-l+n-k)
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eine “Multiplikation® eingefiithrt wird. Die Anordnung der ganzen Zahlen spiegelt sich in
[(m,n)] < [(k,1)] : <= m+1I<n+k

wieder. Hierbei sei “ < “ bei den natiirlichen Zahlen bekannt.

Bemerkung 1.26

Wenn man mit Aquivalenzklassen neue Objekte unter Verwendung von Reprisentanten
fiir die Klassen definiert, hat man sich zu vergewissern, daf§ die Definition vom Repréi-
sentanten fiir die Klasse unabhéngig ist. Dies ist z.B. oben bei der Definition der Addition,
Multiplikation und Kleiner-Beziehung der Fall. Bei der Addition etwa bedeutet dies, nach-
zuweisen, dafl [(m,n)|®|[(k, )] = [(m/,n')|®[(K,1")] ist, falls [(m,n)] = [(m/,n")], [(k,1)] =
[(K',1")] gilt. Dies siecht man mit Hilfe der Identitdten m +n' = m’' +n, k+1' =k +1
sofort ein. 0

Die oben skizzierte axiomatische Einfithrung der ganzen Zahlen wird meist in der Analysis
vollstandig abgehandelt. Der Weg von den ganzen Zahlen Z zu den rationalen € und von
den rationalen Zahlen @ zu den reellen Zahlen /R kann dhnlich vollzogen werden.

Wie kommt man aber zum Fundament der Konstruktion, ndmlich zu den natiirlichen
Zahlen IN .

Die natiirlichen Zahlen hat der liebe Gott gemacht, alles andere ist Menschenwerk.
Kronecker, L. (1823 - 1891)

Kardinalzahlen sind (nach B. Russel, 1872 — 1970) Klassen von Mengen im Sinne der Relation
“Zwei Mengen X,Y heiflen gleich, wenn es eine Bijektion ¢ : X — Y gibt“. Mit Kardinalzah-
len, wir schreiben dafiir “card“, kann man dann die Zahlen 0,1,2,... erkliren: 0 = card(®) (0
ist der Reprisentant fiir die Klasse von Mengen M, fiir die es eine Bijektion von () auf M
gibt),1 = card({0}),2 = card({0,1}),...,n = card({0,...,n — 1}),.... Man hat folgende Be-
zeichnung: Ry = card(IN), ¢ = card(IR).

Ein axiomatisches Fundament basiert auf den Peano-Axiomen (G. Peano (1858 —1932)):
Es gibt eine Menge IN, ein Element 1 € IN und eine Abbildung
o:IN — IN (Nachfolgerabbildung) mit:
(P1) o ist injektiv.
(P2) 1 ¢ o(IN).
(P3) Ist M eine Teilmenge von IN mit1 € M und (m € M = o(m) € M),
dann gilt M = IN .

Im Axiom (P3) erkennt man das Prinzip der vollsténdigen Induktion wieder.
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“Seit, Euklid tragen alle Mathematiker dasselbe Bild der Mathematik in sich: Sie ruht auf einfa-
chen Axiomen, deren Kombinationen gewissen logischen Regeln folgen und es erlauben, andere
Aussagen zu beweisen. Die Wahrheit breitet sich sozusagen durch Ansteckung aus; sie beginnt bei
Basisaxiomen, die als solche anerkannt sind, und reicht bis zu allem, was mit deren Hilfe bewiesen
werden kann, das heifit also, so glaubte man, bis zur Gesamtheit der Mathematik, die unter Aus-
schluf} jeder dufleren Kontingenz auf reiner logischer Notwendigkeit griindet. So ist die Mathematik
weder dem Zufall noch der Geschichte unterworfen.
Es war Kurt Godel vorbehalten, 1930 den Beweis zu fithren, dafl dieses Bild falsch ist. In ei-
nem berithmten Theorem (Unvollstindigkeitssatz), das im Jahr darauf verdffentlicht wurde, zeigt
Godel, dafB es in jedem beliebigem System von Axiomen und Regeln (sofern deren Anzahl endlich
ist) moglich ist, eine Ausage iiber ganze Zahlen zu formulieren, die innerhalb des betreffenden
Systems weder bewiesen noch widerlegt werden kann.“

Aus: Ekeland, I., Zufall, Gliick und Chaos, Hanser-Verlag,1992

K. Godel (1906 — 1978) wurde in Briinn geboren. 1930 bewies er den Unabhéngigkeitssatz — ein
alternativer Beweis seines Unvollstandigkeitssatzes wurde spéter von G. Chaitin unter Verwendung
von Begriffen aus der Komplexitéitstheorie erbracht — und 1938 zeigte er, dafl das Auswahlaxiom
durch die anderen ZF-Axiome nicht widerlegt werden kann. P. Cohen fiigte 1963 hinzu, daf} es
durch die anderen Axiome auch nicht bewiesen werden kann. Diese Entdeckungen Gédels markieren
das Ende des “Determinismus® in der Mathematik, ebenso wie W. Heisenbergs Unschérferelation
(1927 formuliert; W. H. 1901 — 1976) den Determinismus in der Physik beendete. Godel starb in
Princeton an selbstverschuldetem Verhungern.

Uber die als “Kontinuumshypothese“ bezeichnete Aussage, daB es keine echt zwischen Ry und
c liegende Kardinalzahl gibt, hat K. Go6del einen atemberaubenden Satz bewiesen, der ungefahr
folgendes besagt (A bezeichne das starke Ausswahlaxiom, C die Kontinuumshypothese): Wenn die
Mathematik ohne die Annahme von A und C widerspruchsfrei ist, so bleibt sie es auch, wenn man
diese Annahme hinzunimmt. Es werden unserer Mathematik also durch die Annahme von A und
C keine neuen Fehler hinzugefiigt.

Rufen wir uns noch die Teilbarkeit in den ganzen Zahlen in Erinnerung.

Definition 1.27

Seien a,b € Z . Wir sagen a teilt b oder a ist ein Teiler von b, falls es k € Z gibt

mit a -k = b; wir schreiben dann alb. 5

Sei m € IN. Wir verwenden m nun als Aquivalenzmodul, denn damit kénnen wir
folgende Aquivalenzrelation auf Z erklaren:

a~b:<= m|lb—a):<= e Z (b=a+1Im).

Dies ergibt eine Zerlegung von Z in Aquivalenzklassen: Ist a € Z, so entscheidet der
Rest bei der Teilung von a durch m, welcher Aquivalenzklasse a zugeordnet wird. Da nur
m verschiedene Reste auftreten konnen, liefert dies eine Zerlegung von Z in m Aquiva-
lenzklassen. Wir haben also

D=7, ={[0],....[m— 1]}
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Interessanterweise kann man in Z,, sogar wieder addieren (Operation @) und multipli-
zieren (Operation ©):

k@l =+, ko] =k-1,klecZ.
Beachte, daf§ hier wieder nachgepriift werden muf}, daf3
K@ (1], [k @ [1]

vom Représentanten k fiir [k] und [ fiir [{] nicht abhéngen.

Die Rolle der Null wird von der Klasse [0] und die Rolle der Eins wird von der Klasse [1]
iibernommen. Man stellt aber fest, daf§ eine Eigenschaft, die bei ZZ keine Entsprechung
hat, hier eintritt: Die Multiplikation von Klassen, die von Null verschieden sind, kénnen
die Nullklasse ergeben; siehe folgende Additions— und Multiplikationstafel fiir m =6 :

@ || (O] (1] [ [2] ] [3] | [4] | [5] © | O] (1] [ 2] [ 3] ] [4] | [5]
(O] || [oF | [1] [ {2 | (3| (4] | [5] (0] || [o] | [o | [0] | [0] | [O] | [0]
A | (0 20 (3] | [4] | 5] ] [0] A [0l | (] |12 | 3] ) (4] | (5]
21| (20| [31 [ 14 | [5] | O] | (1] 2] | [o] | (2] | [4] | O] | [2] ] (4]
B | 31 [4] [ BT[] ) (1] ] 2] 3] | [0] | (3] | O] | [3]| [O] ] [3]
4] || [4) | B o] | (] | 2] ] [3] 4] | [0] | [4] | [2] | O] | (4] | [2]
B B (o] [ (] |2 3] ] (4] 51| [0] | (5] | [4] |13 2] (1]

Man beachte, dafl in der obigen Multiplikationstafel auch “Quadratwurzeln“ zu finden
sind:

Bl =BloB], 4 =H4 o4
Die damit zusammenhéngenden Fragen sind Teil der Ringtheorie, die in der Algebra
behandelt wird.

Das Rechnen in Kongruenzen ist nichts anderes als das Rechnen in Aquivalenklassen wie
oben angedeutet. Mit der Kongruenz

a = b (mod m)

driicken wir aus, da8 a,b zur selben Aquivalenzklasse beziiglich des Moduls m gehéren.
Als Ilustration:

Beispiel 1.28
Betrachte das Kongruenzsystem

Tr =1 (mod4), 2z =1 (mod 3).

7z =1 (mod 4) ist gleichbedeutend mit x = 3 (mod 4), dh. t =3+4z, 2 € Z .
Einsetzen in die Kongruenz 2z = 1 (mod 3) ergibt die Kongruenz

2(34+4z) =1 (mod 3) oder 8z =1 (mod 3),
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und schliefflich
z=2(mod3)oder z=2+3l,l€ Z .

Riickiibersetzung ergibt
x =11 (mod 12).

Definition 1.29
Eine Zahlp € IN |, p # 1, heifit Primzahl genau dann, wenn gilt:

mlp = m=1 oderm =p.

Seit Euklid weifl man, dafl es unendlich viele Primzahlen gibt.

Definition 1.30

Seien m,n € INg, aber nicht beide 0.
d € IN heifit groBiter gemeinsamer Teiler von m,n, abgekirzt ggT (m,n), genau
dann wenn gilt:

o d teilt m und n;

o teilt ¢ € IN sowohln als auch m, so teilt ¢ auch d.

Bekanntlich gibt es zu jedem m € IN \{1} Primzahlen p,...,p; (nicht notwendig alle
verschieden) mit

m=pi--p

(Primfaktorzerlegung von m). Nun ist klar, daf§ zu je zwei Zahlen m,n € INy mit m+n # 0
stets ein grofiter gemeinsamer Teiler

d = ggT'(m,n)

existiert. Aus der Definition 1.30 liest man ab, daf§ fiir zwei grofite gemeinsame Teiler
d,d von m,n ofenbar d|d', d'|d, also d = d’ gilt. Diesen eindeutig bestimmten gréfiten
gemeinsamen Teiler kann man durch Teilung mit Rest berechnen. Das resultierende Re-
chenschema ist der Euklidische Algorithmus.

Zur Formulierung sind die sogenannten Gaufl)klammern niitzlich. Fiir eine reelle Zahl r
seien definiert:

| | := groBte ganze Zahl z mit z < r, [ r | := kleinste ganze Zahl z mit z > r.
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Euklidischer Algorithmus:

EIN m,n € INg. O.E.m>n>0.
SCHRITT 1 f() =m, f1 =n.
SCHRITT 2 Ist f; =0, gehe zu AUS.

SCHRITT 3 f:= fy— L%Jfl.
SCHRITT 4 f,:= f1, f1:= f gehe zu SCHRITT 2.
AUS fo, fu mit: fo = ggT'(m,n), f1 =0.

Der Schritt 3 ist nichts anderes als eine Umformulierung der Division von fo durch fi mit
einem Rest f kleiner als fj .

Die Verifikation, daf§ der Algorithmus den gréfiten gemeinsamen Teiler d von m, n berech-
net (Nachweis der Korrektheit des Algorithmus), stiitzt sich auf folgende Beobachtun-
gen:

(a) Ist f1 >0, so gilt:
99T (fo, fr) = 99T (f1, fo — L%Jfl) :

(b) Ist fo > f1 >0, so gilt:
Fimfo- 125 < .

(c) Eine (beziiglich <) abnehmende Folge natiirlicher Zahlen enthélt nur endlich viele
Elemente.

Das Wort Algorithmus leitet sich vom Namen des Mathematikers al-Charismi (oder al-
Khowarizmi) aus Bagdad (um 830) ab. Er beschrieb in seinem Werk “Al-jabr wa’l Mugabalah
als erster die elementare Algebra und trug damit erheblich dazu bei, dafl die Algebra nach Europa
kam. Das Wort“Algebra“ leitet sich aus dem Buchtitel ab.

Eine wichtige Aussage im Zusammenhang mit dem Euklidischen Algorithmus halten wir
fest in

Bemerkung 1.31

Analysiert man den Euklidischen Algorithmus, so stellt man fest, daf§ der gréfite gemein-
same Teiler d von m,n stets eine Darstellung d = um + vn mit u,v € Z besitzt. Dies
korrespondiert mit der Tatsache, dafl in ZZ jedes Ideal ein Hauptideal ist und dafl das von
m,n erzeugte Ideal durch d erzeugt wird. (Genaueres erfihrt man hierzu etwa in einer
Algebravorlesung.) 0
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Beispiel 1.32

Man bestimme den grofiten gemeinsamen Teiler von 3293 und 2405.
Wir schreiben jeweils SCHRITT 3 auf:

3293 1 - 2405 + 888

2405 = 2 - 888 +629
888 = 1 -629 4 259
629 = 2 .259+4 111
259 = 2111437
111 = 3-374+0

Also ggT'(3293,2405) = 37.
Wir stellen fest, daf§ die Zahlenfolge

ay = 3293, ay = 2405, a3 = 888, a4 = 629, a5 = 259, a6 = 111, a7 = 37
folgender Abschétzung geniigt:
a;+2 Sai/Q, 1= 1,...,5.

Lafit sich eine entsprechende Aussage allgemein beweisen? Diese und &hnliche Fragen
werden in der Komplexitétstheorie (Diskrete Mathematik, Mathematische Informatik)
untersucht. O

Damit ist der euklidische Algorithmus fiir natiirliche Zahlen erklért, die Erweiterung auf
ganze Zahlen ist offensichtlich. Er hat seine Entsprechung bei den Polynomen.

Definition 1.33
Sei IK € {Z, @, IR}. Ein Polynom mit Koeffizienten in IK ist eine Funktion

p:IK >z — ZaixiEZK
i=0

Hierbei heifst die Zahl m der Grad von p, falls a,, # 0. (Den Grad des Nullpolynoms
(ap = ... = ay =0) setzen wir mit —1 fest.) Wir schreiben fiir den Grad m von p :

m :=degp. -

In der obigen Definition haben wir den analytischen Standpunkt, ein Polynom als Ab-
bildung aufzufassen, eingenommen. Die algebraische Sicht besteht darin, ein Polynom als
Objekt in einer Unbekannten zu betrachten. In Kapitel 3 gehen wir darauf ein.

Polynome haben iiberragende Bedeutung als interessanter Gegenstand in der Algebra (all-
gemeine Arithmetik), in der Analysis auf Grund der Tatsache, dafl jede stetige Funktion
(lokal) gut durch Polynome approximiert werden kann, und in der numerischen Mathe-
matik, da Polynome dariiberhinaus einfach durch ihre Koeffizienten abgespeichert werden
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kénnen. Bei den Polynomen ist auch eine Division mit Rest, die ja beim Euklidischen Al-
goritmus zentral war, erklart.

Satz 1.34

Sei q ein Polynom mit Koeffizienten in IK € {@, R} mit degq > 0. Dann gibt es
zu jedem Polynom p mit Koeffizienten in IK eindeutig bestimmte Polynome f,r mit

p=fq+r,degr <degq.
Beweis:
Eindeutigkeit:
Sei p = fiq+ri,degry < deg q, p = foq+re,degry < deg q. Dann folgt (fi — f2)q =
(r1 —r2). Da deg(r — r2) < deg q ist, kann diese Identitét nur dann erfiillt sein, wenn
f1 — fo und r; — ro Nullpolynome sind.
Existenz:

Sei p(z) := Zax q(z) == Zax x € IK , mit a,, # 0,b,,, # 0.

Wir fiihren den EX1stenzbewels durch vollstédndige Induktion nach n .

n=0:1Ist m =0, setze f := an/by,r :=0.Ist m > 0, setze f:=0,r :=p.

n+ 1 :Ist degp < deggq, setze f := 0,7 := p. Ist degp > deggq, setze z(z) :=
any1 bt 2™ ™™z € IK . Dann ist deg(f — 2¢) < n + 1 und aus der Induktionsan-
nahme folgt die Existenz von Polynomen fi,r mit p — zq = fiq+r, degr < degq. Also:
p=(z+ fi)g+r,degr < degq. [

Die formale Definition fiir den gréfiten gemeinsamen Teiler wollen wir nicht nochmal
aufschreiben; sie sollte klar sein. Soviel sei allerdings festgehalten: Er ist hier nur bis auf
Vielfache mit Elementen # 0 aus dem zugrundegelegten Koeffizientenbereich (siehe oben)
festgelegt.

Euklidischer Algorithmus bei Polynomen:

EIN Polynome p, ¢ mit degp > degq > 0.

SCHRITT 1 fy:=p, fi:=q.

SCHRITT 2 Ist deg fi <0, gehe zu END.

SCHRITT 3 Division mit Rest: fy = gf1 + f, wobei deg f < deg f; .
SCHRITT 4 f):= fi, fi := f gehe zu SCHRITT 2.

AUS fo, fr mit: fo = ggT(p,q), deg f1 < 0.

Vollig entsprechend zum skalaren Fall bestétigt man, daf§ das Polynom fy, das vom Al-
gorithmus ermittelt wird, einen groffiten gemeinsamen Teiler von p, g darstellt.
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Beispiel 1.35
Betrachte fiir IK := @ die Polynome

p(x) == 2"+ 32> + 62 +5, g(z) :== 32° + 62 + 6.
Der Durchlauf des euklidischen Algorithmus sieht so aus:

EIN p(x) =23+ 322+ 62 +5, q(r) := 32> + 62 + 6.
SCHRITT 1 f() =P, f1 =4q.

SCHRITT 3 f(z) = 2z + 3 denn
(23 + 322 + 62 +5) : (32% + 62 + 6) = 1/3 £ + 1/3 mit Rest 2z + 3.
SCHRITT 4 fo(z) = 32?4+ 62 +6, fi(z) =2z + 3.

SCHRITT 3 f(z) = 15/4 denn
(322 + 62 +6) : (2x + 3) = 3/2 x + 3/4 mit Rest 15/4.
SCHRITT 4 fo(z) =2z + 3, fi(z) =15/4.
SCHRITT 3 f(z) =0 denn
(22 4+ 3) : 15/4 = 8/15 x + 4/5 mit Rest 0.
SCHRITT 4 fo(z) =15/4, fi(x) =0.
Also ist das Polynom d(z) := 15/4 ein grofiter gemeinsamer Teiler der Polynome p,q.
Wir nennen die Polynome auf Grund der Tatsache, dafl der grofite gemeinsame Teiler ein
Polynom vom Grad 0 und dieser ja nur bis auf solche Polynome eindeutig bestimmt ist,

teilerfremd. Dies korrespondiert mit der Tatsache, dal g keine reelle Nullstelle hat und
selbst kein Teiler von p ist, wie die obige Rechnung gezeigt hat. O

Teilbarkeit und Primfaktorzerlegung spielen eine grofie Rolle in der Algebra. Welch inter-
essante Vielfalt Polynome dabei schon aufzeigen, sieht man etwa an dem Polynom

p(z) =z —7.

Betrachtet man das Polynom iiber dem Korper @, so hat es keine Nullstelle und man
kann es nicht echt in ein Produkt von Polynomen mit Koeffizienten in € zerlegen; man
nennt es daher irreduzibel.

Betrachtet man das Polynom in IR, so zerfillt es in Faktoren

p(z) = (2* = V7) (@ + VT)
und man kann zwei reelle Nullstellen ablesen:
T = j:{“/? .

Beachte, daf§ in IR 4-te Wurzeln aufgrund der Vollstandigkeit von IR wohldefiniert sind.
Betrachtet man das Polynom in € — wir haben komplexe Zahlen noch nicht eingefiihrt,
wir erwdhnen dies nur der Vollsténdigkeit halber —, so hat p die Nullstellen

x:i%,x:iz’{“/?,
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und es zerfillt in Linearfaktoren:
p(x) = (x — V) (x + V) (x —iVT)(z +iVT).

Dies korrespondiert mit der Aufteilung des Kreises mit Radius v/7 in vier Sektoren. Im
Abschnitt 3.2 iiber Korper kommen wir darauf zuriick.



Kapitel 2

Lineare (Gleichungssysteme

Wir betrachten lineare Gleichungssysteme mit “Zahlen“ als Koeffizienten. Wir nehmen
dabei Bezug auf den Abschnitt 1.5, in dem wir als Zahlbereich IK € {@, R} betrach-
tet haben. In den Kapiteln iiber Vektorrdume und lineare Abbildungen ordnen wir die
Betrachtungen in einen allgemeineren Kontext ein.

2.1 Beispiele und Einfiithrung

Sei IK € {@, IR}. Die Addition in IK schreiben wir mit + , die Multiplikation mit -,
meist jedoch lassen wir - auch weg.

Betrachte eine Gleichung
ax=0b (a,b € IK)

in einer “Unbekannten“. Als Losung suchen wir x € IK, sodafl die Gleichung, wenn wir x
einsetzen, erfiillt ist. Die Gleichung hat

— keine Losung, falls a = 0, aber b # 0 ist;
— jedes x als Losung, falls a = 0 und b = 0 ist;
— genau eine Losung x = a~1b, falls a # 0 ist.

Die Gleichung
a1x1 + aoxo = b (21)

in zwei Unbekannten mit a1, as,b € IK hat
— keine Losung, falls a; = ay = 0, aber b # 0 ist;
— alle (71, 29) € IK? als Losung, falls a; = ag = b = 0 ist;
— alle Paare (z1,z) in
{(21,22) |22 = ay’ (b—ay1z1),21 € IK}, fallsas #0,
d.h. alle Punkte der Geraden

y=—ay az+b

26



Baumeister: Lineare Algebra I / Stand: August 1996 27

mit Steigung —aja; ', bzw.
{(21,29)|21 = a7t (b — ag29) , 20 € IK}, falls a; # 0,

als Losung.

Wir nennen die Gleichung (2.1) eine lineare Gleichung, da in ihr nur Summanden der
Form a; x; auftreten; eine algebraische Definition des Begriffs “linear” in allgemeinerem
Rahmen folgt spiter. Keine linearen Gleichungen sind demnach:

x1+3x§:7, NI+ 2 =—1, 2122+ 22 =1.

Fiir das System linearer Gleichungen

anri +aprz = b (2.2)
2171 + ATz = by (2.3)

mit a1, a1z, a1, a2, by, be € IK sucht man “simultane“ Losungen, d.h. Paare (x1,z2) €
IK?, sodaB beim Einsetzen beide Gleichungen erfiillt sind. Wir machen eine Fallunter-
scheidung:

Fall 1: a11 = Q12 = A1 = Q92 = 0.
Ist by # 0 oder by # 0, so gibt es keine Losung.
Sind b; = by = 0, so sind alle Paare (z1, z5) Losungen.

Fall 2: a1, # 0.
Addiere das (—a;jj ag1) — fache der ersten Gleichung (2.2) zur zweiten Gleichung (2.3).
Dies ergibt

0- xr1 + (CLQQ — CL1_11 ao1 alg)xg = bg — CL1_11 a91 bl . (24)

Multiplikation mit aq; fithrt auf
(a11a22 - a12a21)l’2 = a11by — a1 b; . (2-5)
Die Losungsmengen von (2.2),(2.3) bzw. (2.2),(2.4) bzw. (2.2),(2.5) sind identisch.
Fall 2a: A = a11a922 — A12021 7£ 0.
Man rechnet aus (2.5) z5 aus:

Ty = A" (a12by — ag1b),

setzt in (2.2) ein und “16st* nach z; auf (siche Uberlegungen zur Gleichung mit einer
Unbekannten):

I = A_l (aggbl — algbg) .
Man verifiziert, dafl nun das Paar (x1, z2) den Gleichungen (2.2),(2.3) geniigt. Es gibt also
genau eine Losung.

Fall 2b: A =0.
Nun existiert fiir a11b2 — a21b; # 0 keine Losung. Fiir aj1b2 — ag1b; = 0 ist 25 in (2.5) frei
wihlbar und als Losungsmenge zum Gleichungssystem (2.2),(2.3) erhalten wir die Menge

{($1,$2)|$1 = CL1_11 (bl — algxg) , To € H(} .
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Fall 3: Tritt Fall 1 nicht ein, so kann o.E. Fall 2 erreicht werden, denn:

Ist a11 # 0, ist Fall 2 gegeben.

Ist ag; # 0, mache Gleichung (2.2) zur Gleichung (2.3) und Gleichung (2.3) zur Gleichung
(2.2) durch Umnummerierung (“Zeilenvertauschung®).

Ist a2 # 0, mache Unbekannte x; zur Unbekannten x5 und Unbekannte xo zur Unbe-
kannten x; (“Spaltenvertauschung®).

Ist age # 0, kombiniere die Schritte “Zeilenvertauschung® und “Spaltenvertauschung®.

Bemerkung 2.1

Die Losung des Gleichungssystems (2.2),(2.3) bedeutet offenbar, den Schnittpunkt der
beiden Geraden
a11T1 + a12r2 = b1, a1 ®1 + anrs = b

im “Anschaungsraum® IK? zu suchen. O

Bemerkung 2.2

Die Grofle A, welche im Fall 1 gleich Null ist, bestimmt offenbar, ob es genau eine Losung
des Gleichungssystems (2.2),(2.3) gibt oder nicht. Diese Zahl heift Determinante be-
trachtet in Abhéngigkeit von den Gréflen a;; im Gleichungssystem, heifit sie Determi-
nantenfunktion. Wir widmen dieser Grofle das Kapitel 7.

Die Bezeichnung “Spaltenvertauschung“ wird am Ende dieses Abschnitts noch einsichtig
werden. O

Beispiel 2.3

Wir betrachten eine spezielle Interpolationsaufgabe, eine allgemeinere Betrachtung
folgt in Kapitel 4.

Finde eine Parabel y = ax? + bx + ¢ durch die Punkte (0,0), (1,1),(—1,2).

Als Gleichungssystem erhalten wir in naheliegenderweise:

0=a-0+b-0+c,l=a-1>+b-14+c,2=a-(-1)*+b-(-1) +c.

Also ¢ =0 und
a+b=1,a—b=2,
d.h.
a=3/2,b=-1/2,c=0.
Damit ist die Parabel nun (eindeutig) bestimmt. O

Ein lineares Gleichungssystem in n Unbekannten und m Gleichungen ist gegeben
durch ein Schema

a;1ry + aprs + ... + apx, = b

Am1T1 + GmaZ2 + ... + AT = bm
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Die Groflen a;; nennen wir Koeffizienten des Gleichungssystems. Jede Zeile dieses Sche-
mas konnen wir mit dem Summenzeichen aufschreiben. Dann erhalten wir:

j=1

Definition 2.4
FEin x € IK"™ mit x = (x1,...,x,) heifft Losung von (2.6), falls

n
Zaijxj:bi ,1§z§m
j=1

Bezeichnung: Mit dem Symbol k = n;(n2)ns bezeichnen wir die Aufzidhlung
k= ni,ny +n2,n1 +2n2,...,n3.

Nun fassen wir die Zeilen noch zu einem noch kompakterem Schema zusammen, indem
wir einfithren:

ail aipa ... Qinp

A a91 QA2 ... QA9p
= . . . = (aij)i:J(J)mJ’:I(l)n

Am1 Am2 ... Qmn

Wir nennen A eine Matrix, genauer eine (m x n) — Matrix mit Eintrdgen aus dem
Zahlbereich IK .

Das aus dem Lateinischen kommende Wort “Matrix“ bedeutete urspriinglich “Mutterleib“ oder
“Uterus“, also etwas, worin oder woraus sich etwas entwickelt. Im Vergleich dazu ist die ma-
thematische Definition steril. Die Tensoren, die wir im Kapitel 11 besprechen wollen, sind eine
Verallgemeinerung des Matrixbegriffs. Spétestens aber nach diesen Betrachtungen wird klar sein,
daf3 die Etymologie des Wortes “Matrix“ nicht so unangebracht ist. Als “Erfinder* der Matrizen
ist A. Cayley (1821 — 1895) anzusehen.

Wir fassen nun noch die rechte Seite des obigen Gleichungssystems zusammen zu
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Das Gleichungssystem schreiben wir dann als
Az =b (2.7)

Wir wollen nun dieser Schreibweise und dem Wort “linear” Gehalt geben. Dazu haben
wir noch zusétzliche Strukturen auszumachen.

2.2 Matrizen und Vektoren

Wir setzen

IK™" = {A | A= (aij)izz(z)m,jzz(l)n yi=1(1)m,j = 1(1)7?,}
jedes Element von IK™" heifit eine (m x n) — Matrix. Wir nennen IK"™" den Ring der
(m x n) — Matrizen iiber IK , falls m = n gilt. Die Bezeichnung “Ring* verdeutlichen wir
spiter. Jedes Element A = (aij)izl(l)m j—1(1)n € IK™" ist also ein Schema, wie wir es im
Zusammenhang mit dem Gleichungssystem eingefiihrt haben.

Nun fithren wir Verkniipfungen ein:
Addition:

@ IK™" x IK™" > (A,B) — A®B:= (aij+bij)i:1(1) e IK™"™

m,j=1(1)n

wobei A = (aij)izl(l)m’jzl(l)n , B = (bij)izl(l)m,jzl(l)n .
Multiplikation:
QIH(m’nXH(n’ZB(A,B) — AO®B:= (Zazkbk3> e K™
k=1 i=1(1)m,j=1(1)l
wobei A = (aij)izl(l)m’jzl(l)n , B = (bij)izl(l)n,jzl(l)l .

Skalare Multiplikation:

o IKxIK™" > (r,A) +— reA:=(r-a;) e k™"

i=1(1)m,j=1(1)n

wobei A = (a;5)

i=1(1)m ,j=1(1)n °

Das Wort “skalar® wird seine Bedeutung im Kapitel iiber Vektorrdume bekommen.
Die eben eingefiihrte Bezeichnung wollen wir sofort wieder zugunsten der gebrauchlichen,
kiirzeren Notation abédndern:

K™ x K™ 3 (A,B) — A+B:=A®B¢cIK™

K™ x K™ > (A,B) — AB:=A-B:=A0BcIK™
IKxIK™" > (ryA) +— rA:=r-A:=reAcIK™"
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Die urspriingliche Verwendung von ¢, ®, e dient nur der Verdeutlichung, daf§ +, - unter-
schiedliche Objekte verkniipft. Aus der Addition ergibt sich in iiblicher Weise die Sub-
traktion:

A—-B:=A+(-B),A BecIK™",

wobei das Negative —B von B durch
—B:= (_bij)izz(z)m,jzz(z)n mit B = (bij)izz(z)m,jzz(z)n )

definiert ist.

Beispiel 2.5
Betrachte in @ oder IR die Matrizen

Wir haben
00 0 r
A+B=B+A <4 2),7’A<4r 0),
0 2 -4 0
a8 2) s (0.
Beachte die Tatsache, dal A+ B = B + A, aber AB # BA ist. O

Eine Sonderrolle nehmen die Matrizen in IK™" und IK*" ein. Wir nennen die Elemente
in IK™! Spaltenvektoren und die Elemente in IK'" Zeilenvektoren. Diese Bezeich-
nungsweise wird anschaulich, wenn wir die zugehorigen Schemata betrachten:

In IK™":

ai11
a21
A= (aij)izj(l)m,jzl(l)l -
Am1
In IK'™:
A= (aij)izl(l)l,jzl(l)n = ( aij; Q12 ... Qip ) .

Bemerkung 2.6

Die Bezeichnung Vektor fiir ein Element in IK' bzw. IK™! bzw. IK>" ist aus der Physik
iibernommen. Hier ist der physikalische Hintergrund, eine gerichtete Grofle zu sein, nicht
relevant, einzig und allein die Regeln, mit denen wir mit den n-Tupeln, den Spaltenvek-
toren oder den Zeilenvektoren umgehen, sind entscheidend. Die physikalische Sichtweise
— die Bezeichnung Skalar fiir die Elemente in /K kommt auch aus der Physik — wird
spatestens dann eine Rolle spielen, wenn wir iiber affine Rdume reden werden. a

Es ist offenbar ein enger Zusammenhang zwischen IK™! und IK™ bzw. IK"" und IK™.
Meist identifizieren wir IK™!, IK*™ mit IK™ bzw. IK™ und verwenden fiir Spalten- bzw.
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Zeilenvektoren kleine Buchstaben. Addition, Subtraktion und skalare Multiplikation iiber-
tragen sich sofort von IK™!' auf IK™ gemif

x4y = (T14+ Y1,y T + Ym)
r—y = (L1 =Y,y T — Ym)
re = (rey,...,rTmy),

wobei z = (1,..., Zm), Y= (Y1,---,Ym) € IK™ , r € IK .

Die Schreibweise
Az =10

fiir das Gleichungssystem in n Unbekannten und m Gleichungen ist damit nun wohl
erklart:

Es handelt sich bei der Schreibweise Az um ein Produkt der Matrix A mit
dem Spaltenvektor x.

Eine Matrix A € IK™"™ konnen wir uns, je nach Interesse, aus Spaltenvektoren
A:(al‘...‘a”) Ll e IK™ 1< j<n,
oder aus Zeilenvektoren

bl
A=| : eIk 1<i<m,
bm

aufgebaut denken.
Jede Matrix A € IK™" vermittelt durch

K™ 5 ¢ — Az c IK™!
eine Abbildung T4. Es gilt offenbar:

Ta(x+y) =Ta(z) +Taly), Talrx) =rTs(x), z,y € K™ re IK . (2.8)

Auf Grund der Eigenschaften (2.8) nennen wir die Abbildung T4 linear. Aus der Beschéfti-
gung mit fast ausschliellich linearen Abbildungen leitet sich das Wort linear in der Be-
zeichnung “Lineare Algebra“ ab.

Die Identitét idn1 wird induziert durch die Einheitsmatrix

E = (5ij)i:1(1)n,j:1(1)n )

wobei d;; das sogenannte Kronecker—Symbol

s _ [ 1, fallsi=j
Y1 0, sonst
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ist.

Bezeichnung: Die Spaltenvektoren

1 0 0
0 1 0
el = 0 e? = 0 e = 0
0 0 0
0 0 1

in IK"! heiBen Einheitsvektoren. Die Einheitsmatrix E € IK™" schreibt sich damit als
FE = (61|~~~|6n).

Die Zahl n bei IK" bezeichnen wir als Dimension und IK" nennen wir einen n — di-
mensionalen Raum. Hier ist es einfach eine Sprechweise, spéter werden wir dies genauer
begriinden. Soviel 148t sich jedoch sofort sehen: Ein Vektor in IK™ steht fiir n Freiheits-
grade, da wir in in n Komponenten die Freiheit haben, zu operieren, unabhéngig von den
anderen Komponenten.

2.3 Losungsraum

Betrachte ein Gleichungssystem
Az =b (2.9)

Die Daten des Gleichungssystems sind A € IK™" (Systemmatrix), b € IK™' (rechte
Seite); x € IK™' steht fiir den Losungsvektor.

Bezeichnung:

Mit 6 schreiben wir den Nullvektor in einem Raum IK", also 6 = (0,...,0). Diese Be-
zeichnung verwenden wir sinngeméf auch fiir 6 als Spalten— bzw. Zeilenvektor.

Mit 6 schreiben wir die Nullmatrix in IK™", d.h. @ = (ay)i=1(1)m,j=1(1)» Mit Eintrégen

Definition 2.7

Das System
Ax =b

heifst homogen, falls b = 0 ist, anderenfalls inhomogen.
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Satz 2.8
(a) Ist das System (2.9) homogen, so hat es die triviale Losung x = .

(b) Ly := {x € IK™" |Ax = 0} ist abgeschlossen bzgl. der Addition und skalaren
Multiplikation, d.h.

u+v € Ly, ru € Ly, , falls u,v € Ly,r € IK .

(c) Ist Ly := {x € IK™" |Az = b} # 0, dann ist
Ly =2+ Ly :={Z + ulu € Ly},

wobei T (irgendeine spezielle) Losung von (2.9) ist.
Beweis:
Zu (a). Trivial.
Zu (b). Folgt aus (2.8).

Zu (c).
Sei x € Ly. Dann gilt A(z —z) =0, dh.z —Z € Ly.
Sei x = Z + u mit u € Lyg. Dann ist offenbar Ar = Az =b,d.h. z € L;. [

Beispiel 2.9

) 01
Se1A.<0 0).

2.4 Das Eliminationsverfahren

Die Losung linearer Gleichungssysteme ist zentral in der numerischen Mathematik und
in weiterem Sinne auch in der angewandten Mathematik. Die konstruktive Losungsidee
besteht darin, ein gegebenes System durch dquivalente Umformungen, d.h. durch Umfor-
mungen, die die Losungsmenge nicht dndern, in eine Form zu bringen, aus der man die
Losung dann ablesen kann. Eine solche erstrebenswerte Form ist eine Matrix von oberer
Dreiecksgestalt:
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Definition 2.10

(a) Eine Matriz A = (a;;)
wenn

i—1(1)ym, j=1(1)n heifit von oberer Dreiecksgestalt,

a;; =0, falls © > j,
gilt.

(b) Eine Matriz A = (aij);_;(1ym j—1(1), et Diagonalmatrix, wenn gilt:

a;; =0, falls 1 # j. .

In der “einfachsten* Situation m = n = 2 hat ein Gleichungssystem mit einer Systemma-
trix von oberer Dreiecksgestalt folgende Form:

a11 Qai2 Z1 . by
0 a9o9 ) a b2 .
Nun ist klar: Ist ajja90 # 0, so 16st man so:

-1 . -1 -1
T2 = Qoy bg, Xr1 = (bl — Qg9 algbg)au .

Dies ist die 2 x 2 — Version eines Algorithmus, der Riickwértssubstitution genannt
wird. In der Einfithrung haben wir in (2.2),(2.4) ein solches System vorgefunden.

Definition 2.11

Eine Matrix A = (aij)izl(l)n i=1(1yn VOT oberer Dreiecksgestalt heifst regulér, falls

all"'ann#())

anderenfalls singular.

Beachte, dal eine Diagonalmatrix eine Matrix von oberer Dreiecksgestalt ist und damit
auch Regularitdt und Singularitdt fiir diesen Typ von Matrizen erklart ist. Das Produkt

a11- - Ay ist im Spezialfall n = 2, a1 = 0 gerade die im Abschnitt 2.1 eingefithrte Grofle
A.

Die Bedeutung des Begriffs “regulér®, der spéter eine Erweiterung erfahren wird, liegt bei
Systemen mit einer Systemmatrix von oberer Dreiecksgestalt darin, dafl die eindeutige
Losbarkeit durch diese Eigenschaft gesichert wird (Losbarkeit alleine kann auch ohne
diese Bedingung vorliegen). Dies ist eine Konsequenz aus dem folgenden Algorithmus, der
die Losung eines Gleichungssystems mit einer Systemmatrix von oberer Dreiecksgestalt
beschreibt.
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Algorithmus “Riickwéartsubstitution*:

EIN Regulidre Matrix A € IK™™ von oberer Dreicksgestalt.
SCHRITT 1 i:=n.

SCHRITT 2 z;:=1;.

SCHRITT 3 Firj=(i+1)(1)n z;:=z; — a;;x;.

SCHRITT 4 z;:=x;/a; .

SCHRITT 5 Isti>1, gehe miti:=14—1zu SCHRITT 2, sonst zu AUS.

AUS Losungsvektor x = (x1,...,2,) .

(Den Losungsvektor haben wir in AUS aus Platz—6konomischen Griinden als n-Tupel und
nicht als Spaltenvektor geschrieben).

Es ist nun erstrebenswert, eine beliebige Matrix auf eine obere Dreiecksgestalt zu trans-
formieren, sodafl die sich der Losungsraum nicht verédndert. Dieses leistet das Elimina-
tionsverfahren, das nach Gaufl benannt ist, das allerdings fiir konkrete Fille schon sehr
viel frither Anwendung fand.

Aus dem 2. Jahrhundert n. Chr. gibt es eine Ubersetzung der “Neun Biicher iiber die Kunst der
Mathematik“, die wohl im 2. Jahrhundert v. Chr. aufgeschrieben wurden; das Methodenmaterial
kann aber durchaus &lter sein. Diese Biicher sind eine Art Lehrbuch fiir Verwaltungsbeamte. Im
VIII. Buch ist folgende Aufgabe enthalten:

Aus drei Garben einer guten Ernte, 2 Garben einer mittelméfiigen Ernte, und 1 Garbe einer schlech-
ten Ernte erhélt man den Ertrag von 39 Tou. Aus 2 Garben einer guten Ernte, 3 Garben einer
mittelméfBigen Ernte und 1 Garbe einer schlechten Ernte erhélt man 34 Tou. Aus 1 Garbe guter
Ernte, 2 Garben mittelméafiger Ernte und 3 Garben schlechter Ernte erhélt man 26 Tou. Wieviel
ist der Ertrag einer Garbe?

Diese Aufgabe wurde in eine rechteckige Tabelle gebracht (Matrixschema !) und nach Regeln
(“Immer multipliziere mit der Garbenzahl der guten Ernte mit der ... ,,), die den Eliminations-
chritten (siehe unten) entsprechen, auf eine Dreieckstabelle gebracht. Dabei kénnen auch negative
Zahlen — sie treten hier wohl erstmals in der Geschichte der Mathematik auf — auftreten, fiir den
Umgang dafiir wurden Regeln angegeben. Wir kénnen das resultierende rechteckige Schema nun
als lineares Gleichungssystem mit einer Systemmatrix von oberer Dreiecksgestalt lesen:

3 2 1 1 39
0 5 1 T3 = 24
0 0 36 T3 39

Nun wird mit Riickwartssubstitution gelost.
Die Idee der Elimination wurde auch studiert von Diophantos aus Alexandrien (um 250 n. Chr.).

Welche Manipulationsschritte — wir nennen sie nun elementare Umformungen — sind
es, die wir auf ein lineares Gleichungssystem anwenden diirfen, ohne die Losungsmenge
zu verdndern? Es sind dies:
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Zeilenvertauschung:

Spaltenvertauschungen:

Multiplikation:

Addition:

Zwei Gleichungen vertauschen, was einer Zeilenvertau-
schung in der Systemmatrix und der rechten Seite bedeu-
tet.

Vertauschung von zwei Unbekannten, was einer Spalten-
vertauschung in der Systemmatrix entspricht; man hat sich
dies zu merken!

Eine Gleichung wird mit einem Skalar r # 0 multipliziert.
Dies entspricht der Multiplikation einer Zeile in der Sy-
stemmatrix und in der rechten Seite.

Eine Gleichung wird zu einer anderen Gleichung addiert.
Dies entspricht einer Addition einer Zeile in der System-
matrix und in der rechten Seite.

Kein Zweifel, nichts dndert sich an der Losungsmenge, da man jeden Schritt wieder
riickgéingig machen kann. Man beachte, dal man, bis auf die Spaltenvertauschung, die
Manipulationen stets auf die geréinderte Matrix (A|b) anzuwenden hat (A Systemma-
trix, b rechte Seite). In unserer Einfithrung in Abschnitt 2.1 haben wir diese Schritte be-
reits kennengelernt. Wir geben dieser elementaren Formulierung eine Matrixformulierung.

Sei eine (m x n) — Matrix Ay gegeben. Wir konstruieren unter Verwendung der obigen
Manipulationsschritte eine Folge Ay, Ay, ... in folgender Weise:

e Sei Ay gefunden und sei Ai von der Form

B C

wobei B € IK®* eine regulére Matrix von oberer Dreiecksgestalt ist.

e Ist D die Nullmatrix, kénnen wir abbrechen.

e Sonst wird Ay konstruiert nach folgendem Vorgehen:

o Wiahle in D = (dU)

i=1(1ym—k,j—1(1)n—k €0 Element di; 7 0. Ein solches Ele-

ment wird ein Pivotelement (Ankerelement) genannt.

o Bringe dieses Pivotelement durch Spalten— und Zeilenvertauschung in die Po-
sition (1,1) von D, d.h. wir kénnen o.E. nun annehmen: dj; # 0. Beachte:
Zeilenvertauschungen und Addition von Zeilen sind an der gerédnderten Matrix
vorzunehmen, Spaltenvertauschungen hat man sich zu merken.

o Addiere geeignete Vielfache der ersten Zeile von D zu den darunterliegenden
Zeilen mit dem Ziel, dafl

erreicht wird.

doy = -+ = dm_yy1 =0

Dies waren elementare Umformungen und es ergibt sich die Matrix Axy1. Das Vor-
gehen ist damit (induktiv) beschrieben.
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Wir fassen dies nun algorithmisch zusammen.

Algorithmus “Elimination nach Gauf}*:

EIN

SCHRITT 1
SCHRITT 2

SCHRITT 3
SCHRITT 4
SCHRITT 5

SCHRITT 6

AUS

Systemmatrix A € IK™" | rechte Seite b € IK™ .
Zu finden ist € IK™' mit Az =b .

Ag:=(Alb) e IK™" ™  D:=A,d:=b,k:=0.

B C ¢

© D d
mit B € IK** ¢ e IK*! d e IK™ %! gegeben, wobei
k = 0 bedeutet, dafl Ay von der Form (D|d) ist.

Sei Aj in der Form

Ist D die Nullmatrix, setze r := k und gehe zu AUS.
Finde in D ein Pivotelement d;; # 0.

Falls notig, vertausche in (D|d) Zeile i mit Zeile 1 und in D
Spalte 7 mit Spalte 1 mit dem Ziel, dafl in der resultierenden
Matrix (D'|d’) das Element dy; # 0 ist. Sei die Matrix (D'|d")
nach eventueller Vertauschung wieder mit (D|d) benannt.

Mache die erste Spalte der Matrix (D|d) durch elementare
Umformungen, angewendet auf die Matrix (D|d), zum Vektor
e! . Daraus resultiert eine Matrix Az, von der Form

B C c
© D d )

mit D € [K"F-lm=k=l

Setze k := k + 1 und gehe, falls k¥ < min{m,n}, zu SCHRITT 3,

sonst setze r := k und gehe zu AUS .

Aquivalentes Gleichungssystem

B C x|\ [ c
e 6 i) o d ’
wobei B € IK"" eine reguldre Matrix von oberer Dreiecksgestalt

ist; in der Diagonale stehen nur Einsen.
Die Interpretation dieser Form im Falle » = m oder r = n ist

offensichtlich: Es fehlt die Zeile (@ ©) oder die Spalte ( g ) .

Beachte: Dieses Gleichungssystem ist genau dann lésbar, wenn
d = 6. Es kann dann mit dem Algorithmus
“Riickwartssubstitution® gelost werden.



Baumeister: Lineare Algebra I / Stand: August 1996 39

Satz 2.12
Betrachte das lineare Gleichungssystem
Ax =1 (2.10)

mit A€ IK™" be IK™ .
Das Gaufische Eliminationsverfahren liefert ein Gleichungssystem

Az =1 (2.11)

I __ BC m,n /I c m,1
= (2 ) emmmu= () enm

wobei B € IK™",r < min{m, n}, eine reguldre Matriz von oberer Dreiecksgestalt ist.
Zusdtzlich gult:

(a) Das Gleichungssystem (2.10) ist losbar genau dann, wenn d = 6.

(b) Ist das System (2.10) losbar, so erhdlt man die Losungskomponenten x, . .., x,
in eindeutiger Weise (Riickwdrtssubstitution) als Lésung z von

Bz=c (2.12)

durch x; = z;, 1 <1 < r; die restlichen Komponenten x,,1,...,x, sind frei
wdhlbar.

Beweis:

Die Aussagen folgen aus der Entwicklung der Algorithmen “Riickwértssubstitution® und
“Eliminationsverfahren nach Gaufl“. DaBl x,.1,...,x, frei wihlbar sind, folgt aus der
Form des Systems (2.11). |

Folgerung 2.13

Ist das System (2.10) quadratisch, d.h. ist m = n, so tritt genau eine der folgenden
Alternativen ein:

(i) Das System (2.10) ist eindeutig losbar.

(ii) Das zugehorige homogene System (b= 6) hat nichttriviale Losungen.

Beweis:
Es tritt genau eine der Alternativen » = n oder r < n ein. [

Folgerung 2.14

Ist das System (2.10) unterbestimmt, d.h. istm < n, so hat das zugehdrige homogene
System (b = 0) nichttriviale Lisungen.

Beweis:
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Es ist notwendigerweise r < m < n. Nach (b) in Satz 2.12 sind die Komponenten
ZTypi1,- -, T, frei wiahlbar. [

Bemerkung 2.15

In obigem Satz spielt die Zahl r eine nicht unwesentliche Rolle. Es wird hier noch nicht
geklért, ob diese Zahl nur von der gegebenen Systemmatrix A oder auch vom gewihlten
Losungsverfahren abhéngt. Spéter wird sich ergeben, dal r wirklich vom Verfahren un-
abhéngig ist; sie wird dann der Rang der Matrix A genannt. O

Beispiel 2.16

Betrachte das Gleichungssystem aus dem VIII. Buch der “Neun Biicher iiber die Kunst
der Mathematik“:

3 21 1 39
2 31 o | = | 34
1 2 3 T3 26

Der Algorithmus “Elimination nach Gauf3* wird folgendermaflen durchlaufen:

39 321
34 |,D=]2 31
26 123

SCHRITT 1 Ay =

— N W
N W DN
L =

SCHRITT 4 Pivotelement di; = 3.

1 2/3 1/3 13
SCHRITT 6 A;=| 0 5/3 1/3 8
0 4/3 8/3 13

SCHRITT 4  Pivotelement d;; = 5/3.

1 2/3 1/3 13
SCHRITT 6 A;=|0 1 1/5 24/5
0 0 12/5 33/5

32 1 39
AUS 05 1 24
0 0 12 33

Mit Riickwértsubstitution erhalten wir als Losung = = (21, 22, x3) :
w3 =11/4, 20 = 17/4, 2, = 37/4

Beachte, daf§ jeweils viele Pivotelemente zur Verfiigung stehen. O
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Bemerkung 2.17

Nach Durchlauf der Gaufischen Elimination kann man durch elementare Umformungen

die erreichte Form
B C z1\ ([ c
e 6 o )] \d ]~

(66)(2)=(%)

bringen; hierbei ist nun E eine (r x r) — Einheitsmatrix. Das resultierende Verfahren
wird das Gaufl — Jordan Eliminationsverfahren genannt.Die Riickwartssubstitution
gestaltet sich hier sehr einfach. O

in die Form

Bemerkung 2.18

Verschiedenen Varianten eines Eliminationsverfahrens kann man nach der Anzahl der
benotigten Rechenoperationen bewerten. Dabei ist es erlaubt, Additionen und Subtrak-
tionen bzw. Multiplikationen und Divisionen gleichsetzen, da sie etwa gleichgrolen Re-
chenaufwand erfordern.
Bei der Gaufl — Elimination fallen bei einer quadratischen n x n — Matrix héchstens

5 _n(n+1)2n+1)

n+mn-1>%+ 412 = G Additionen

und

_ n(n+1)(2n+1) n(n+1)

nn—1)+mn-1)(n-2)4+---+1 G 5 Multiplikationen
an. Bei der anschliefenden Riickwértssubstitution fallen dann
n—1+n—2+~~~+1—w Additionen
und
n+n—1+---+1= @ Multiplikationen

an. Der Aufwand wiichst asymptotisch also wie n3/3.
Beim Gaufl — Jordan Eliminationsverfahren ermittelt man denselben Rechenaufwand. O

In der Praxis wird die Losung eines (grofien) linearen Gleichungssystems auf einem Com-
puter durchgefiihrt. Dieser hat nur endlich viele (Dezimal-)Stellen fiir die Rechnung zur
Verfiigung, auf die jeweils durch eine Variante einer “Rundung* die Zahlen reduziert wer-
den. Beriicksichtigt man dies, so kommt zu den bisher angesprochenen Fragen

Existenz (einer Losung), Eindeutigkeit (einer Losung)

die Frage der

Stabilitét (der Berechnung gegeniiber Rundung)
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hinzu. Die Frage der Stabilitét ist wesentlicher Teil von Uberlegungen, die in der numeri-
schen Mathematik hinsichtlich der numerischen Lésung von linearen Gleichungssystemen
(auch unabhingig vom Losungsverfahren) angestellt werden. Die Wahl eines Pivotele-
ments spielt eine wesentliche Rolle bei der Betrachtung. Im Abschnitt iiber euklidische
Vektorrdume streifen wir die Werkzeuge fiir die Behandlung dieser Frage, notig ist insbe-
sondere etwas Topologie (Stetigkeit).

Sind bei einem Gleichungssystem alle drei Fragen positiv beantwortet, nennt man das
Problem gut konditioniert. Diese Begriffsbildung ist eine Version des von J. Hadamard
(1865 — 1963) im Zusammenhang mit partiellen Differentialgleichungen eingefiihrten Be-
griffs korrekt gestellt oder gut gestellt. Nach Hadamard heifit ein Problem korrekt
gestellt, wenn folgende Aussagen verifiziert werden koénnen:

Existenz: Das Problem hat eine Losung.
Eindeutigkeit: Das Problem hat hochstens eine Losung.
Stabilitit: Die Losung hingt stetig von den Daten des Problems ab.

Dem widerspricht nicht, eine Theorie iiber die Behandlung von schlechtgestellten Proble-
men zu entwickeln, d.h. Probleme zu untersuchen, bei denen mindestens eine der oben
angefithrten Eigenschaften nicht gegeben ist; in der Praxis ist die Stabilitdt die Proble-
matik. Ziel einer solchen Theorie ist, herauszufinden, welche “physikalisch“ begriindbaren
Eigenschaften einem mathematischen Modell hinzugefiigt werden miissen, damit ein gut-
gestelltes Problem resultiert (Regularisierung).

2.5 Geometrische Interpretation

Lineare Gleichungssysteme mit sehr vielen Unbekannten, insbesondere mit mehr als drei
Unbekannten, sind sehr interessant. Es lassen sich ohne Miihe viele Anwendungen finden,
bei denen die Anzahl der Unbekannten mehrere Hundert betréigt. Die Betrachtungen der
zugehorigen Losungsmengen spielen sich dann in einem Raum K™ ab mit Dimension n,
die sehr viel grofler als drei ist. Eine geometrische Interpretation von linearen Gleichungs-
systemen setzt dann voraus, dafl es eine Geometrie in Raumen IK", n > 3, “gibt*.

Geometrie ist die Beschiftigung mit Objekten wie Geraden, Kreise, Ebenen, Kugeln . . ..
Die Grundidee einer Geometrie in IK™ besteht darin, mit den Punkten z = (z1,...,z,)
geometrische Objekte wie Gerade, Ebenen, Kugeln, . .. in IK" zu beschreiben. Diese Grun-
didee geht zuriick auf R. Descartes (1596 — 1650) — im cartesischen Koordinatensystem
lebt der lateinische Name Cartesius fiir Descartes fort. Die Einsicht, dal man Geome-
trie in IK",n > 3, treiben kann und sollte, wurde vertieft von A. Cayley (1821 — 1895),
wenngleich mit Mifitrauen und Unglauben aufgenommen:

Man kann mit dem 4-dimensionalen Raum umgehen “sans recourir & aucune notion métaphysique
a I’égard de la possibilité de I'espace a quatre dimensions®.
A.C., 1846

Nahezu gleichzeitig mit A. Cayley schuf H. Grassmann (1809 — 1877) seine “lineale Aus-
dehnungslehre“, ein Werk, dessen Tiefe zunéchst nicht erkannt wurde. Darin wird die
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Geometrie in einem Raum mit n Dimensionen aufgebaut:

... Dadurch geschieht es nun, daf} die Séitze der Raumlehre eine Tendenz zur Allgemeinheit haben,
die in ihr vermdége ihrer Beschrinkung auf drei Dimensionen keine Befriedigung findet, sondern
erst in der Ausdehnungslehre zur Ruhe kommt.

H. G., 1845

Definition 2.19
Eine Menge G C IK" heifst Gerade genau dann, wenn es p,q € IK", q # 0, gibt mit

G=p+IKq:={p+tqlte IK}.

(G ist Gerade durch p mit Richtung q)

Satz 2.20
Sei G C IK?. Dann sind dquivalent:

(a) G ist Gerade.
(b) Es gibt a € IK*,a # 0, und b € IK mit

g= {(.’13'1,372) < H(Q |CL1£IZ'1 + a9xo = b} .

Beweis:
Zu (a) = (b)
Sei G = {p+tq|t € IK} mit q # 0. Sei etwa ¢, # 0.
Wir setzen a := (—q2,q1), b := ¢1p2 — gap1 und rechnen damit (b) nach.
Ist x € G, dann gilt

r1=p1ttq, x2 =p2 +tqo,
fiir ein ¢ € IK, ndmlich fiir t = (1 — p1)/q1, also

a1x1 + aoxo = b.

Ist a1x1 + agxs = b fiir ein 2 = (x4, 22), dann gilt £ = p + tqg mit t := a5 .

Zu (b) = (a)

Sei etwa ay # 0.

Wir setzen p := (0,bay ), q := (a2, —a;) und haben ¢ # #. Damit rechnet man wie oben
nach, dafl G Gerade durch p mit Richtung q ist. [

Definition 2.21
Eine Menge £ C IK™ heifst Ebene genau dann, wenn es p,u,v € IK" gibt mit

E=p+IKu+IKv:={p+tu+sv|s,te IK},

wobei u # 0,v # tu fir alle t € IK .
(€ ist Ebene durch p mit Richtungsraum u,v).
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Satz 2.22

Sei £ C IK®. Dann sind dquivalent:
(a) E ist Ebene.
(b) Es gibt a € IK®,a # 0, und b € IK mit

E = {(x1, 12, v3) € IK? |ay71 + a2wy + azzz = b} .

Beweis:
Den Beweis dazu wollen wir hier noch nicht fithren, denn er ist mit den hier bekannten
Hilfsmitteln etwas miihsam. Spéter féllt er wirklich sehr leicht. [

Damit ist nun klar, dafl eine Ebene im Anschauungsraum als Losungsmenge einer (nicht-
trivialen) linearen Gleichung auftritt.
Die Forderung

u# 0,v # to fir alle t € IK

— man iiberlege sich, daf} sie dquivalent ist zu v # 0, u # to fiir alle t € IK — in obiger
Definition 2.21 besagt, daB8 die Ebene nicht zu einer Geraden in IK® entartet. Spéter wird
diese Forderung die dquivalente Formulierung “u, v sind linear unabhingig® erhalten.
Wir haben zwar die Charakterisierung der Geraden im “Anschauungsraum® IK® nicht
behandelt, nach Satz 2.22 sollte aber klar sein, daf eine Gerade in IK?® als Schnitt von
zwei Ebenen in IK?® auftreten sollte, also eine Menge von folgender Form sein sollte:

G = {(z1, 29, 73) € IK?|a121 + asxs + azzz = b,ax1 + aywy + ajzy = b'}.

Hier ist dann die Frage zu kldren, wann sich zwei Ebenen schneiden und so eine Gerade
definieren. Dieser Frage gehen wir unter dem Abschnitt “Gleichungssysteme® im Kapitel
4 nach.

Auf die grundsétzlichen Fragen, die mit den Begriffen Gerade und Ebene bei der axioma-
tischen Fundierung auftreten, gehen wir im Kapitel iiber Geometrie ein.



Kapitel 3

Vektorraume

Hier legen wir die Grundlagen fiir die Theorie der Vektorrdume. Von auflerordentlicher
Bedeutung wird der Begriff der Basis sein.

3.1 Gruppen

Definition 3.1

FEine Menge G zusammen mit einer Verknipfung e : G x G 3 (a,b) — aebe G
heifit eine Gruppe genau dann, wenn gilt:

(N) Es gibt ein Element e € G mit aee=cea=a firalleacG.
(1) Zu jedem a € G gibt es ein Element a € G mit aea=aea=ce.
(A) Fir alle a,b,c € G gilt ae(bec)=(aeb)ec.

Ist zusdtzlich noch

(K) Fiir alle a,be G gilt aeb=bea.

erfillt, so heifst die Gruppe kommutativ.

Sei G eine Gruppe.
Die Bedingung (V) besagt, daf} es ein beziiglich der Verkniipfung “e“ neutrales Element
e in G gibt. Ist €’ ein weiteres neutrales Element in G, so lesen wir aus

e =¢cee=c¢

— wir haben dabei (V) zweimal verwendet — ab, dafl das neutrale Element in einer Gruppe
eindeutig bestimmt ist.

Das in der Bedingung (I) eingefiihrte Element a heifit das zu a inverse Element. Es ist
ebenfalls eindeutig bestimmt, denn aus

aea=aea=c,aed =a ea=c¢e,

45
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folgt
ad=adee=ae(aea)=(d'ea)ea=cea=a.

Die Bedingung (A), die wir eben verwendet haben, nennt man das Assoziativgesetz.
Es besagt, dafl Klammern bei der Reihenfolge der Verkniipfungen beliebig gesetzt wer-
den diirfen und deshalb, soweit sie nicht fiir die Lesbarkeit benotigt werden, weggelassen
werden diirfen.

Seit dem 17. Jahrhundert ist der Gruppenbegriff implizit bei Mathematikern zu finden, zunéchst
wohl nur bei konkreten Beispielen. Eine erste explizite Definition einer abstrakten kommutativen
Gruppe findet sich bei H. Grassmann (1809 — 1877). Die Theorie der Gruppen ist nach wie vor
im Zentrum der Algebra sehr lebendig, die vollstéindige Klassifizierung von speziellen Klassen von
Gruppen ist ein Hauptziel der Untersuchungen.

Bemerkung 3.2

Die Forderungen (N) und (I) in Definition 3.1 kann man bei Beibehaltung von (A) auch
schwécher formulieren ohne etwas zu verlieren. Es reicht, statt (N) und (I) zu fordern:

(N') Jee GVaec G (eoa=a).
) Vae GJac G (aea=ce).

Den Beweis — man folgert zunéchst (I) aus (N’) und (I') und dann (N) — wollen wir
iibergehen. O

Uber die Losbarkeit einer “linearen Gleichung in einer Gruppe gibt Auskunft

Folgerung 3.3

Sei (G, e) eine Gruppe und seien a,b € G. Dann gilt:

Jiz,y€ Glaex=b,yea=>0).

Beweis:

Klar: x :=aeb, y :=bea sind Losungen; hierbei ist a das Inverse zu a .
Die Eindeutigkeit folgt etwa im Fall a e x = b so:

Ausaez=0, z € G, folgt

r=aeb=ae(aez)=(aea)ez=cez=z2.
|

Wir fithren nun eine Reihe von Beispielen an. Dabei schreiben wir die Verkniipfung dann
immer mit dem Symbol, das wir in der speziellen Situation bereits kennen. Im Zusam-
menhang mit Vektorrdumen lernen wir weitere Beispiele kennen.
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Beispiel 3.4

(G := Z,e := +) ist eine kommutative Gruppe mit neutralem Element 0 und Inversem
—zfirze Z . O

Wenn die Verkniipfung eine Addition ist, nennt man das Inverse eines Elements meist das
Negative. Ist die Verkniipfung e in einer Gruppe einer Addition “verwandt®, so nennt
man sie, wenn sie kommutativ ist, auch abelsch.

Der Begriff “abelsch® ist vom Namen des norwegischen Mathematikers N.H. Abel (1802 —1829)
abgeleitet. Neben Arbeiten zur Konvergenz von Reihen und elliptischen Funktionen beschéftigte er
sich mit der Losbarkeit von Gleichungen fiinften Grades und bewies die Unmoglichkeit der Losung
einer allgemeinen Gleichung fiinften Grades mit Hilfe von Radikalen (“Wurzelausdriicken“). Seine
Ideen hierzu sind eng mit denen des franzosischen Mathematikers E. Galois (1811 — 1832), dessen
Theorie in der Algebra eine iiberragende Rolle spielt, verwandt. Mit ihm teilt er auch das Schicksal,
sehr jung zu sterben, Abel starb an Schwindsucht, Galois in einem Duell. G. Peano (1858 — 1932)
nahm den Gruppenbegriff auf; ihm standen dazu nun die mengentheoretischen Sprechweisen zur
Verfiigung.

Beispiel 3.5

(G := @, := +), (G := IR,e := +) sind abelsche Gruppen. Das neutrale Element ist
jeweils 0, das Inverse (Negative) eines Elementes r ist —7. O

Beispiel 3.6

(G = IK* := IK\{0},e := -) ist fir IK € {@, IR} eine kommutative Gruppe. Die
Rechenregeln einer Gruppe sind uns hier wohlvertraut, ebenso die Potenzregeln. Man
beachte, dafl wir das Nullelement aus IK entfernen mufiten, da dieses Element kein Inverses
bzgl. der Multiplikation besitzt. O

My oral exam still threatened—one on geometric function theory with that redoubtable professor
Gustav Herglotz. I consulted my experienced friends: what to do? They reminded me that he loved
to lecture. This I bore in my mind during the exam:

Herglotz: What is the Erlanger Program?

Saunders Mac Lane: Everything depends on the group.
Herglotz: What is the group for complex analysis?
Saunders Mac Lane: The conformal group.

That sufficed to start Herglotz on a splendid lecture on geometric function theory in terms of the
conformal group.
My thesis was done, and I was through.

Aus: Saunders Mac Lane, Mathematics at Gottingen under the Nazis, Notices of the AMS 42
(1995)

Nun haben wir die Gruppenstrukturen in den Zahlen erkannt. Wir finden sie auch beim
Rechnen mit Restklassen, wie folgendes Beispiel zeigt.
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Beispiel 3.7

Wir kennen
Zwm ={[0],...,[m—=1]}, m € IN,

aus Abschnitt 1.5 und wissen, da} durch
kel =+, kol =k-1, klecZ,
eine Addition und Multiplikation erklart ist.

(G := Zy, e := @) ist eine kommutative Gruppe ;

das neutrale Element ist die Klasse [0]. Dieses Ergebnis gilt unabhéngig von m. Bei der
Multiplikation liegt die Situation etwa anders. Hier benotigen wir fiir die Aussage

(G := Z,, \{[0]},® := ®) ist eine Gruppe

die Tatsache, daf m eine Primzahl ist. Dies sieht man daran, daf§ etwa [2] ® [2] = [0]
in Z, gilt, d.h. die Verkniipfung fiithrt dort aus G heraus. (Wenn wir [0] zu G wieder
hinzunehmen, hat [0] kein Inverses!) Klar, der Kandidat fiir das neutrale Element dieser
Verkniipfung ist die Klasse [1].

Die Gruppentafeln, so bezeichnen wir eine vollstandige Auflistung der Verkniipfungen
der Gruppenelemente, zu m = 5 sehen so aus:

® || (0] | (1| (2] (3] ] 4]

© || (A (2] (3] ] [4]
O] || [o] | (] [ [2] | 3] | (4]

A 21 3] 4]
A ) (121 3] | (4] | 0]

21| 21| 14 (] 3]
2] | (21| 3] [ 4] | o] | [1]

B B[] ) 4] ] 2]
31| B | 14 [ 0] | (1] | 2]

4] | 14| BT} 2] (1]
4] | [4] [ [o] | (] | 2] | 3]

Man beachte, dafl sowohl in der Gruppentafel zur Addition als auch in der Gruppentafel
zur Multiplikation in jeder Zeile und Spalte jede Klasse genau einmal vertreten ist. O

Beispiel 3.8
Sei ¢ = (qu,...,qn) € IR™, ¢ # 0. Wir definieren in IR" eine Aquivalenzrelation durch

T~y -y =kqgmitkeZ,1<i1<n.

Damit setzen wir

T":=R) = {[z]|lxr € R"}

und erkliren eine Addition in 7" durch

[zl @[y =[xz +y], z,y € R".
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Offenbar ist (G :=T", e := @) eine abelsche Gruppe.
Fiir jedes a € IR™ kénnen wir durch

T, :T" 3 [x] — [z+a]eT"
eine Abbildung erkldaren. Die Familie
T :={T,|a € R"}
ist nun selbst wieder eine abelsche Gruppe, wenn die Verkniipfung so erklart ist:
T,eTg:=T,0Tg="T,p,, 0 € R".

Das neutrale Element ist ¢dy» = Ty und das Inverse von T, ist T_,, .
Von besonderem Interesse ist der Fall n = 1, ¢ = 27. Hier kénnen wir T* durch die
injektive Abbildung

T3 [¢] — (cos¢,sing) € IR?

in IR* “einbetten. Also haben wir mit K, := {(z,y) € IR*|2z? +y? = 1} die bijektive
Abbildung
j:T' > [¢] — (cos¢,sing) € Ky,

d.h. T! kénnen wir als eine “Kopie* des Einheitskreises K5 in IR? ansehen (Daraus leitet
sich ab, T™ als Einheitssphiire in R™™ zu bezeichnen.) Die Abbildungen

T,:T'>[x] — [x+a]eT!
kénnen wir dann zu Abbildungen
D, : K* 3 (cos¢,sin @) — (cos(¢ + a),sin(¢ + a)) € K,

“hochheben:

YR

Mit diesen Uberlegungen ist bereits ein Ansatz dafiir geschaffen, geometrische Objekte als
invariante Objekte von Abbildungen zu studieren; “Drehungen“ D,, spielen eine wichtige
Rolle dabei. O

Nach F. Klein (1849 — 1925) erhélt man eine Geometrie, indem man aus der Gruppe B der Bijek-
tionen von IR? auf sich selbst eine Untergruppe G, also eine Teilmenge G, aus der die Verkniipfung
der Gruppe B nicht herausfiihrt, auswihlt. Ist dann F' eine geometrische Figur in der “Ebene“ IR?,
so ist eine Eigenschaft von F' in der durch G ausgesonderten Geometrie eine Invariante, falls jedes
Bild ¢g(F), g € G, diese Eigenschaft hat. Wenn man fiir G etwa die die von den Translationen, Dre-
hungen, Spiegelungen erzeugte Gruppe der euklidischen Bewegungen nimmt, so ist die entstehende
Geometrie die euklidische Geometrie der Ebene. (Dazu spéter mehr.)
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3.2 Permutationsgruppen
Sei M eine nichtleere Menge. Wir setzen
Abb (M) :={f: M — M}.

In dieser Menge der Selbstabbildungen von M ist eine “Multiplikation® erklért durch die
Komposition von Abbildungen:

feg:=fog, f,gc Abb(M).

Nun ist klar, dafl
(G :={f € Abb(M)|f bijektiv }, e := o)

eine (im allgemeinen nicht kommutative) Gruppe darstellt: das Assoziativgesetz ist klar,
das neutrale Element ist die Identitédt ¢dy;, das inverse Element eines Elements f € G
ist f~'. Man hat noch nachzupriifen, daf8 mit f,g € G auch fog € G, f~! € G gilt.
Dazu hat man nur einzusehen, dafl f o g, f~! bijektiv sind, falls f, g bijektiv sind. Wir
iiberlassen dies dem Leser.

Fiir diese Gruppe G schreiben wir nun S(M) .

Definition 3.9

Ist M eine nichtleere Menge, so nennen wir die Gruppe S(M) die symmetrische
Gruppe von M.
Ist M ={1,...,m}, dann nennen wir S(M) Permutationsgruppe und jedes Element

in S(M) eine Permutation. In diesem Spezialfall schreiben wir kurz S, . 5

Die Wortwahl Permutationsgruppe wird versténdlich, wenn wir beobachten, dafl bei
der Menge M = {1,...,m} einer Abbildung f in S,, die Umstellung der Elemente in M
gemaf

1 2 ... m
f) f(2) ... flm)
entspricht. Die Wortwahl symmetrische Gruppe riihrt daher, dafl die Funktionen der

Variablen x4, ...,x,,, die bei allen Permutationen der Variablen invariant bleiben, die
symmetrischen Funktionen sind.

Beispiel 3.10

Wir betrachten S3. Dazu bezeichnen wir jedes Element von 83 durch seine Wirkung auf
das Tripel (123) (geschrieben ohne Kommata). Die sechs Elemente der Gruppe sind dann

70=(123) 7 = (132) 7 = (213) 75 = (231) = = (312) 75 = (321).

Beispielsweise besagt 7:=7m = (132) : 7(1) =1, 7(2) =3, 7(3) = 2.
Klar, 7o = (123) ist die Identitét. Die Gruppentafel stellt sich folgendermaflen dar:
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e} Zd T1 | T2 | T3 | T4 | Ts

= Beispielsweise bedeutet 74 in
i id| T | T2 | Ts | Ta|Ts Spalte 3, Zeile 4

1 1 Zd T3 | T2 | T5 | T4

. TIOTy = Ty
To || T2 | T4 id T5 | T1 | 73

Ts || T3 |75 | 71| Ta|td | T2 und 75 in Spalte 7, Zeile 5

TalTa |l T |5 0d| 3|7
5 3 T5 O T3 = To .

Ts T | T3 | T4 | T1 | T2 Zd

Bemerkung 3.11

Einer endlichen Gruppe, d.h. einer Gruppe mit endlich vielen Elementen, kann man durch
Blick auf ihre Gruppentafel sofort ansehen, ob sie kommutativ ist. Sie ist ndmlich kom-
mutativ genau dann, wenn ihre Gruppentafel symmetrisch zur Hauptdiagonalen ist. S3
ist also nicht kommutativ. Daraus folgt, da8 S,,, m > 3, nicht kommutativ ist (Beweis!).
O

Eine nahezu triviale Beschreibung der Menge S(M) fiir eine endliche Menge M, d.h. einer
Menge, die bijektiv auf {1,...,m} abbildbar ist, ist enthalten in

Lemma 3.12

Seir M eine endliche Menge. Dann sind dquivalent:
(a) f ist bijektiv, d.h. f € S(M).
(b) f ist surjektiv.

(c) f ist injektiv.

Beweis:

Zu (a) = (b). Klar.

Zu (b) = (c). Ist f surjektiv, dann ist # f(M) = #M, also f injektiv.

Zu (c) = (a). Ist f injektiv, dann ist # f(M) = #M, also f auch surjektiv. |

Eine einfache Uberlegung zeigt, daB S,, m! Elemente besitzt (Es sind zur Realisierung
einer Permutation m verschiedene Objekte auf m Plétze zu verteilen).

Dabei ist n! (n-Fakultdt) in IN( induktiv so definiert:

0l:=1, (n+ 1) :=(n+1)n!

Sei nun stets S, fiilr m > 2 betrachtet, S; ist ja triviall
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Definition 3.13
Sei o € S,,. Wir setzen

a(0) == #{(i,5) € N x Ny |i < j,0(i) > 0(j)}, €(0) = (=1)*

und nennen o gerade, falls (o) = 1 gilt, anderenfalls ungerade. €(o) heifit das
Signum von o und a(o) die Fehlstandszahl von o .

O
Beispiel 3.14
Sei
1 2 3 45
o= ( 35 1 4 9 ) oder kurz o = (35142) .
Dann gilt a(o) = 6 und o ist eine gerade Permutation. 0
Lemma 3.15
Fiir jedes o € S, gilt
o(j) —o(i)
()= I —
1<i<j<m  J Tt
Beweis:
Sei n :=a(o). Nun gilt:
[ (e(G)—o(@) = II (0(j) —o(@) - II (0(j) —a(i))

1<i<j<m 1<i<j<m,o(i)<o(5) 1<i<j<m,o(i)>0(5)

= 11 (0(j) —o(@) - (=1)" 11 |0(5) — o (3)]

1<i<j<m,o(i)<o(5) 1<i<j<m,o(i)>0(5)
= (=D II le(i) =)
1<i<j<m
= (0" JI G-9)
1<i<j<m

Bei der letzten Gleichung haben wir die Beobachtung verwendet, dafl die beiden Produkte
bis auf die Reihenfolge die gleichen Faktoren enthalten, was aus der Bijektivitédt von o
folgt. [

Ein 7 € §,, heiit Nachbarnvertauschung, wenn
Jied{l,...omtmit (i) =i+ 1,7(i+1)=i;7()=1J,75 #1i,i+1,
gilt. Ein 7 = 1y € S, , k # [, heift Transposition, wenn gilt:
k) =1, 7)=k;7(j) =4, #k1,

gilt. Nachbarnvertauschungen sind also spezielle Transpositionen. Man iiberzeugt sich

leicht, daf fiir eine Transposition 7 € S, gilt: 77! = 7.
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Lemma 3.16
Seio € S, und sei T € S, eine Nachbarnvertauschung. Dann gilt e(Too) = —€(0).
Beweis:
ooy — [ TleU)=Tlol)

(o)) — (o) o(j) - o(i)
T S =7 =y i § By g
o r(o(3)) = 7lo(i)
1<i<j<m o(j) —o(i)
.

Bei der letzten Gleichheit haben wir verwendet, dafl im Produkt auf Grund der Tatsache,
dal 7 eine Transposition ist,

I 7(0(4)) = 7(o (i)

1<i<j<m 9 j) —o(i)

alle Faktoren den Wert 1 haben mit einer Ausnahme, dieser Faktor hat den Wert —1. m

Folgerung 3.17
Sei o € S, und sei T € Sy, eine Transposition. Dann gilt (T o o) = —€(0) .

Beweis:
Sei etwa 7 = 71; . Setze ¢’ := 7 o 0. Betrachte nun

Y:0(1),...,0(m) ¥ o'(1),...,0'(m)

Hier unterscheiden sich die beiden Anordnungen nur dadurch, daf§ £ und [ die Platze
getauscht haben. Sei s die Anzahl der Zahlen, die in ¥ zwischen k£ und [ vorkommen.
Dann erhélt man ¥ aus ¥ durch 2s + 1 sukzessive Vertauschung benachbarter Elemente.

Nach Lemma 3.16 gilt dann €(0’) = (—1)*Te(0) = —¢(0) . u
Satz 3.18
Jedes o € S, laft sich als Produkt von endlich vielen Transpositionen schreiben,
d.h. zu jedem o € S,, gibt es Transpositionen Ty, ...,Ts mit 0 =T, 0...0 Tg.
Beweis:

Sei o € S, . Induktion iiber n :=a(o) € INy .

Induktionsbeginn: a(o) = 0.

Nun gilt o(i) < o(j), falls ¢ < j. Dies kann aber nur fiir die Identitét zutreffen. Fiir die
Identitét ¢d gilt jedoch id = 7 o 7 fiir jede Nachbarvertauschung .

Induktionsschlufl: a(o) =n+1.

Annahme: o(i) < (i + 1), fiir alle ¢ € {1,...,m — 1}. Dann gilt also

cl)<o(2)<...<a(m).
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Dies bedeutet aber o(i) = ¢ fiir alle ¢ € {1,...,m}, d.h. ¢ = id im Widerspruch zu
a(o) > 1.

Also gibt es nun ein Paar (i,i+1), 1 <4 < m, mit o(i) > o(i+1). Sei 7 die Transposition,
die o(7) mit o(i+ 1) vertauscht. Dann gilt a(7o0) = a(o) — 1, wovon man sich mittels ein-
facher Fallunterscheidung iiberzeugt. Nach Induktionsvoraussetzung ist nun 7 oo Produkt
von Transpositionen, also auch o0 =710 (100). |

Folgerung 3.19

Ist 0 € S,, Produkt von r Transpositionen, dann gilt (o) = (—1)".

Beweis:
Folgt aus Satz 3.18 durch mehrmaliges Anwenden von

e(too) = —¢(o)
fiir jede Transposition 7. [

Wir haben gesehen, dafl unabhéngig von der Art der Darstellung einer Permutation als
Produkt von Transpositionen die Anzahl der dabei benétigten Transpositionen bei gera-
den Permutationen stets gerade und bei ungeraden Permutationen stets ungerade ist.

Folgerung 3.20
(a) e(c00') = e(0)e(0”), 0,0" € S .
() e(0™)) = €(0), 0 € S
(¢) #Sm =m!, #{0 € Sule(o) = 1} = ml/2, falls m > 2.

Beweis:

(a) folgt aus Satz 3.18, ebenso (b), da fiir jede Transposition 7 gilt: 77! = 7. Die Aussage
#S,, = m! ist klar (siehe oben), die Ausage #{o € Snle(o) = 1} = m!/2 folgt aus der
Tatsache, daB fiir jede Nachbarnvertauschung 7 durch

S,20 —> Too €S,

eine bijektive Abbildung definiert ist, bei der die geraden Permutationen auf ungerade
und die ungeraden Permutationen auf gerade Permutationen abgebildet werden. [

Die Menge A, := {0 € Syle(0) = 1} heiit alternierende Gruppe. Sie ist in der Tat
mit der Einschrinkung der Verkniipfung o eine Gruppe, wie eine einfache Uberlegung,
basierend auf Folgerung 3.20, zeigt.

Erste allgemeine Sitze iiber Permutationsgruppen wurden von P. Ruffini (1765 — 1822) iiber S5 im
Zusammenhang mit dem Versuch, eine Gleichung 5. Grades durch Radikale (“Wurzelausdriicke®) zu
l6sen. Er gibt die 120 Elemente explizit an und betrachtet Teilmengen von Ss, die Untergruppen
sind, d.h. selbst wieder Gruppen in der durch Ss induzierten Verkniipfung sind. Insbesondere
studiert er die alternierende Gruppe As.
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3.3 Korper

Wir wollen nun Korper einfithren. Die Bezeichnung dafiir haben wir in den konkreten
Fillen IK = IR und IK = @ bereits vorweggenommen.

Definition 3.21
Eine Menge IK mit zwei Verkniipfungen

+ K xIK 5 (a,b) — a+be K, (Addition)
- IK X IK 5 (a,b) — a-be IK (Multiplikation)
heifit ein Korper, wenn gilt:
(A) (IK,+) ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 0.
(M) (IK* := IK \{0},-) ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 1.

(D) Fiir alle a,b,c € IK gilt: a-(b+c)=a-b+a-c.

Die Bedingungen (A), (M) sind uns wohlvertraut. Mit der Tatsache 1 # 0 ist schon
klar, daf} ein Korper mindestens zwei Elemente besitzt, ndmlich das Nullelement 0
(neutrales Element bzgl. der Addition) und das Einselement 1 (neutrales Element bzgl.
der Multiplikation). Die Bedingung (D) heiit Distributivgesetz. Es erklért, wie sich die
beiden Verkniipfungen miteinander “vertragen®.

Wir wissen schon, dafl 0,1 durch ihre Eigenschaft, neutrales Element zu sein, eindeutig
bestimmt sind. Das Inverse von a bzgl. der Addition schreiben wir mit —a, das Inverse
von a € IK* bzgl. der Multiplikation schreiben wir mit a~!. Dies geschieht in Anlehnung
an das Rechnen in @ bzw. IR.

Folgerung 3.22
Sei IK ein Korper und seien a,b € IK . Es gilt:
(1) Die Gleichung a + x = b hat die eindeutige Losung x = b+ (—a).
(2) =(=a)=a, =(a+b) = (=a) + (=b).
(3) Die Gleichung a - x = b hat die eindeutige Lésung x = a~'b falls a # 0.
(4) (@H)t =a, fallsa #0.
(5) (a-b)t=b"t-a"t, fallsa+#0,b#0.
(6) a-0=0.
(7) a-b=0 <= a=0 oderb=0.
(8) (=a)-b=—(a-b), (=a)-(=b) =a-b.

Beweis:
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(1) und (3) folgen aus Satz 3.3.

Zu (2).

Aus (—a) 4+ (—(—a)) = 0,(—a) + a = 0 folgt mit (1) die Aussage —(—a) = a.
Aus (a+0b) + (—(a+ b)) =0 folgt durch Addition von (—a) auf jeder Seite
b+ (—(a+b)=—-a,dh —(a+b)=—a+ (D).

(4), (5) folgen analog (2).

Zu (6).

a-0=a-(04+0)=a-0+a-0,alsomit (1) a-0=0.

Zu (7).

Offensichtlich folgt mit (6) aus a = 0 oder b = 0 sofort a-b=0.

Die Umkehrung folgt mit (3), falls etwa a # 0.

Zu (8).
0=0-b=(a+(—a))-b=a-b+ (—a)- b, woraus die erste Aussage folgt. Die zweite
Aussage folgt mit —b aus der eben bewiesenen Aussage. [

Die Aussage (3) in Folgerung 3.22 kann etwas umfassender formuliert werden:

Die Gleichung a - x = b hat die eindeutige Losung x = a~'b falls a # 0, sie hat keine
Losung, falls a = 0 und b # 0, und sie hat jedes x € IK als Losung, falls a = b = 0. Man
hat dazu nur (6) aus Folgerung 3.22 heranzuziehen.

Die Theorie der Kérper beginnt im wesentlichen mit E. Galois (1811 — 1832) und N.H. Abel (1802
— 1829) mit der Erweiterung der Korper @, IR um Losungen algebraischer Gleichungen (Korperer-
weiterung), allerdings noch in einer Formulierung, der mengentheoretische Sprechweisen nicht zur
Verfiigung stehen. R. Dedekind (1831 — 1916) fithrte dann die Begriffe “Kérper”, “Moduln® 1811
ein, 1893 gab dann H. Weber (1842 — 1913) dem Wort “Kérper” den gleichen allgemeinen Sinn,
den es heute hat. Auf abstrakter Ebene finden wir Kérper dann auch bei E. Steinitz (1871 — 1928).

Beispiel 3.23

@), IR sind mit der iiblichen Addition und Multiplikation Korper. Kein Korper ist ZZ, wenn
man mit der iiblichen Addition und Multiplikation rechnen will. Die Menge IF'5 := {n, e}
ist ein Korper, wenn wir die Verkniipfungen durch die folgenden Gruppentafeln erklaren:

+in|e -nle
nin|e nin|n
elleln elln|e

Damit haben wir auch einen “kleinsten“ Korper angegeben. Klar, n steht fiir 0, e steht
fir 1. O

Von Nutzen ist die folgende Schreibweise nx,n € INy,x € IK
Induktiv fir z € IK : 0z :=0; (n+ 1)z :=x+nz,n e INy .

Niitzlich ist auch die Potenzschreibweise, die in einem beliebigem Koérper IK Anwendung
finden kann:

Induktiv fiir z € IK \{0}: 2°:=1; 2" :==2-2" n € IN, .
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Beispiel 3.24

In Z,,, m € IN\{1}, haben wir schon eine Addition und eine Multiplikation kennen-
gelernt. Es ist nun sofort einzusehen, dafl Z,, ein Korper genau dann ist, wenn m eine
Primzahl ist. IF'5 ist bis auf die Wahl der Bezeichnung der Korper Z5 .

Ist nun m = p eine Primzahl, dann beobachten wir in dem zugehédrigen Korper Z,,, daf$

n-1=0firn=p

ist und keine natiirliche Zahl n < p diese Eigenschaft hat. Man sagt, der Korper ZZ, hat
die Charakteristik p. (Einem Korper, in dem n -1 = 0 fiir keine natiirliche Zahl gilt,
wird die Charakteristik 0 zugeordnet. Also haben @, IR die Charakteristik 0.) a

Bemerkung 3.25
Eine Abschwéchung der Struktur “Korper® stellt die Struktur “Ring“ dar.
Ein Ring ist eine Menge R mit Verkniipfungen

+ :RxR>(a,b) — a+beR, (Addition)
-:RxR>(a,b) — a-beR, (Multiplikation)
sodaf gilt:
(R1) (IK,+) ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 0.
(R2) Va,b,ce R(a-(b-c)=(a-b)-c) (Assoziativgesetz)

(R3) Va,b,ce R(a-(b+c)=(a-b)+ (a-c), (a+b)-c=a-c+b-c)(Distributivgesetz)
Gilt zusétzlich

(R4) Va,be R(a-b=10b-a), (Kommutativgesetz)
so heiit der Ring kommutativ.

Als Beispiel sollte man sich M,, := IK™™, IK Korper, und Z,,, m € IN, mit der iiblichen
Addition und Multiplikation ansehen. Dies sind sogar Ringe mit Einselement, M, ist
nicht kommutativ, falls m > 2 ist, Z,, ist stets kommutativ. O

Im Korper der reellen und damit auch der rationalen Zahlen haben wir eine Anordnung,
indem wir Zahlenpaare auf kleiner (<) oder grofier (>) iiberpriifen. Allgemein erfafit dies
die folgende

Definition 3.26

Ein Korper IK heifit angeordnet genau dann, wenn es eine Menge P C IK derart
gibt, dafs gilt:

(a) Fiir alle x € IK gilt genau eine der folgenden Aussagen:
reP,z=0,—z€P.
(b)) re Pye P = z4+ycPar-ycP.

P heifit die Menge der positiven Elemente.
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In IR koénnen wir, wenn wir die reellen Zahlen axiomatisch einfiithren, eine Menge positiver
Elemente gemé&f Definition 3.26 auszeichnen. Sie “stimmt“ mit den Zahlen des rechten
Halbstrahls tiberein. Wichtig dabei ist, dafl das Einselement 1 wegen (b) in Definition 3.26
positiv sein mufl (1 =1-1 = (—1) - (—1)!). Wir schreiben nun in IR fir x € P wieder
x > 0 und statt —z € P wieder z < 0. Den Betrag einer reeellen Zahl x definiert man

damit so:
x S fallsx >0

lz]:=¢ 0 ,fallsx=0
—z ,fallsz <0

Damit kommen wir nun zu den komplexen Zahlen, denn die eben skizzierte Darlegung
zur Anordnung zeigt, dal in IR die Gleichung

?+1=0 (3.1)

keine Losung hat, da 22 und 1 = 12 positiv sind. Im folgenden Beispiel erweitern wir nun
die reellen Zahlen zu einem Korper der komplexen Zahlen. In diesem Koérper hat dann
die Gleichung (3.1) eine Losung.

Beispiel 3.27
Definiere in IR? die folgenden Verkniipfungen:

+ R?*x IR* 3 ((a,b), (c,d)) — (a+c,b+d) € R?, (Addition)
- 1 R* < IR* > ((a,b), (c,d)) — (ac —bd,ad + bc) € IR* . (Multiplikation)
Dann sind

(IR?,+), (IR*\{(0,0)},-) abelsche Gruppen .

Das neutrale Element bzgl. der Addition ist (0,0), das neutrale Element bzgl. der Mul-
tiplikation ist (1,0). Das Inverse von (a,b) € IR* bzgl. der Addition ist (—a, —b), das
Inverse von (a,b) # (0,0) bzgl. der Multiplikation ist (a(a® + b*)~!, —b(a® + b?)71).
Diesen Korper wollen wir nun den

Korper der komplexen Zahlen

nennen.
Eine vielleicht eher bekannte Notation der Elemente von €' ergibt sich aus der Darstellung

(a,b) = (1,0)a + (0,1)b, (a,b) € IR* . (3.2)
Wir haben
(1,0) - (1,0) = (1,0) und (0,1) - (0,1) = (—1,0) = —(1,0).

Nun schreiben wir fiir das Einselement (1,0) kurz 1 und fiir (0,1) fithren wir die ima-
ginire Einheit i ein. Dies bedeutet nun, dafl wir wegen (3.2) jedes Element (a,b) € €
so schreiben kénnen

(a,b) =a+1ib,
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wobei wir nochmal abgekiirzt haben: Statt 1la haben wir einfach a geschrieben.
Damit schreiben wir nun

€ :={a+bila,bec R}

und passen die Verkniipfungen an:
+ :€xC>(a+ibc+id) — (a+c)+i(b+d) e €, (Addition)
-2 0x €3 (a+ibc+id) — (ac—bd)+i(ad+bc) € € . (Multiplikation)
Der Korper ist nun als Erweiterung des Korpers der reellen Zahlen aufzufassen, da wir in
j:IR>a — a+i0=ac €

eine injektive “Einbettung® haben.

Die trigonometrische Schreibweise fiir eine komplexe Zahl z = a + b ist
z =r(cos ¢ +isin¢)

wobei r = |z| :== v/a? + b? der Modul und ¢ := arg z := arctan(b/a) das Argument der
Zahl z ist. Fiir z = r(cos ¢+ sin ¢) verwendet man auch die exponentielle Schreibweise

z=re?, dh. e =cos¢p+ising.

a

Die Bezeichnung “komplexe Zahl“ hat C.F. Gaufl (1777 — 1855) eingefiihrt. Er hat mit seinen
Untersuchungen das Geheimnis, das die komplexen Zahlen immer noch umgeben hatte, beseitigt.
Das Symbol “i“ stammt von L. Euler (1707 — 1783), er hat in der Formel ¢ + 1 = 0 die
fundamentalen Konstanten der Arithmetik (0,1), der Geometrie (), der Analysis (e) und der
komplexen Zahlen (i) auf einfache Weise zusammmengefaft.

Merkwiirdig ist, dal die erste Einfithrung der komplexen Zahlen in der Theorie der kubischen
Gleichungen bei H. Cardano (1501 — 1576) geschah — er nannte sie “fiktiv® — und nicht bei der
Betrachtung einer quadratischen Gleichung, wie wir sie ins Spiel gebracht haben.

Die trigonometrische Schreibweise geht auf J. Argand (1768 — 1822) zuriick.

Der Ausgangspunkt unserer Uberlegung war die Losbarkeit der Gleichung (3.1). Diese
hat nun in der Tat in € eine Losung, ndmlich das Element ¢ und das Element —i. Die
Losbarkeit dieser Gleichung haben wir durch “Korpererweiterung® erreicht. Damit haben
wir das Problem der Korpererweiterung gestreift, das in der Theorie von Galois seine auch
dsthetisch befriedigende Aufklarung findet.

Beispiel 3.28
Das Prinzip der Korpererweiterung wird auch deutlich, wenn wir etwa die Gleichung

22 =2

im Korper IK := @ 16sen wollen. Wir wissen, dafl keine rationale Zahl diese Gleichung
16st. Also gehen wir wie oben vor: Wir adjungieren zu @ ein Symbol v/2 gemif

Q[V?2] := {a+bV2|a,b € @}
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und definieren Addition und Multiplikation durch
+:0%xQ3 (a+b2,c+V2) — (a+c)+(b+d)V2e @V,

@ X Q3 (a+bV2,c+dV2) — (ac+ 2bd) + (ad + be)V2 € Q[V2].
Dann ist @[v/2] ein Korper, in den @ vermdoge

Q>a — a+0v2cQ[V2

eingebettet ist. Die obige Gleichung ist 16sbar mit z = 0 + 1v/2.
Nun ist die Gleichung
=3

in @[v/2] nicht lésbar. Wir adjungieren ein Symbol v/3 und erhalten (©[v/2])[v/3]. Das
“Spiel“ ist nun wohl durchschaut. O

Von C.F. Gau$l wurde intensiv die komplexe Zahlenebene @]i] untersucht, die hier als Kérperer-
weiterung von @ mit dem Ziel der Losbarkeit von 22 +1 = 0 in @ sicherzustellen, daherkommt.
Der Koérper @[i] hat viele interessante Eigenschaften, die ein intensives Studium von allgemei-
ner Arithmetik angestolen haben, etwa: Wie ist die Darstellung der Primzahl 5 € IN durch
5= (14 2i)(1 — 2¢) € @[i] einzuordnen? In der Algebra werden Antworten gegeben.

Bezeichnung: In einem Korper schreiben wir nun statt a + (—b) kurz a — b, d.h. wir
haben damit eine “Subtraktion“ zur Verfiigung.

Bemerkung 3.29

Es sollte nun klar sein, daf§ man lineare Gleichungssysteme mit Koeffizienten aus einem
beliebigem Korper betrachten kann, insbesondere aus dem Korper der komplexen Zahlen.
Etwa kann man dann betrachten:

Finde die allgemeine Losung des Gleichungssystems

r+y = a
2v+4y+z2z = 0
Jx+z2z =1

im Koérper IK := Z5 . (Schreibweise: 0 = [0],2 = [2], =2 = [-2],a = [qa],...)

Das Gauflsche Eliminationsverfahren bleibt anwendbar, da wir Addition und Multiplika-
tion von IK € {@®, IR} in einer Weise verwendet haben, wie sie auch in jedem beliebigem
Korper zur Verfiigung steht; Satz 2.12 ist anwendbar. O
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3.4 Vektorraume

Definition 3.30

Sei IK ein Korper mit Finselement 1, set V' eine Menge und seien Verkniipfungen
®:VxV3(uv) — udveV, (Addition)
©:IK XV >3 (a,v) — a@ueV, (Skalare Multiplikation)

gegeben. V' heifit zusammen mit ®,® ein IK — Vektorraum (oder IK — linearer
Raum), falls gilt:

(V1) (V,®) ist abelsche Gruppe.
(V2) Fiir alle u,v € V,a,b € IK gilt:

(1) (a+b)Ov=a0vdbOv,
(2) a®(udv)=a@vdadu,
(3) (a-b) ©v=0a0 (bOv),

(4) 1Ov ="
Die Elemente von V' heiffen Vektoren, die Elemente von IK Skalare und IK heif$t
Skalarkorper.

a

Wir haben in der Definition 3.30 sehr streng die verschiedenen Verkniipfungen unterschie-
den:

“+ ¢ fiir die Addition in IK,

“.“ fiir die Multiplikation in IK,

“©“ fir die skalare Multiplikation in V,
“@ “ fiir die Addition in V.

Wir werden nun diese strenge Unterscheidung der Verkniipfungen sofort wieder aufgeben,
zumal wir “ @ “spéter fiir einen anderen Zweck benétigen, und

@ durch +, ® durch -

ersetzen, und selbst “-“ meist weglassen. Aus dem Zusammenhang wird stets ablesbar
sein, welche Verkniipfung in welcher Struktur gerade gemeint ist. Eine Unterscheidung
wollen wir aufrechterhalten: Das Nullelement in IK bezeichnen wir mit 0, das Nullelement
bzgl. der Vektoraddition bezeichnen wir mit 6.
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Folgerung 3.31
Ser V' ein IK — Vektorraum. Seien a,b € IK u,v € V. Es qilt:

(1) 0-v=0,a-0=29.
(2) a-v=0 <= a=0 oderv=2~0.

(3) (—a)-v=—(a-v)=a(-v),(-1l)v=—v.
(4) a-(u—v)=a-u—a-v.

Beweis:
Der Beweis sei dem Leser iiberlassen. Man orientiere sich an Folgerung 3.22. [

Der Begriff eines (endlich erzeugten) Vektorraums findet sich prézise formuliert bei H. Grassmann
(1809 — 1877), seine Ideen wurden aber erst nach seinem Tod aufgegriffen, insbesondere von G.
Peano (1858 — 1932). Thm standen nun die mengentheoretischen Sprechweisen zur Verfiigung, er
beschréinkte sich auch nicht auf endlich erzeugte Vektorrdume. In Lehrbiichern findet sich der Be-
griff des abstrakten Vektorraums zu Beginn des 20. Jahrhunderts.

Beispiel 3.32

Sei IK ein Korper und seien m,n € IN . Die Menge IK™"™ haben wir in Abschnitt 2.2
fir IK € {@, IR} eingefiihrt. Die dortige Definition ist sofort fiir jeden Koérper sinnvoll,
ebenso die dort eingefithrten Verkniipfungen. Wir wiederholen die Definitionen:

IK™" .= {A | A= (aij)izz(z)m,jzl(l)”}

wobei die Eintrige a;; einer Matrix A = (a;;) aus IK genommen werden.

i=1(1)m ,j=1(1)n
Addition:

—|—1H(m’nXH(m’n9(A,B) — A4 B:= (aij+bij)i:1(1) HEH(m’n

m,j=1(1)
wobel A = (i), (1ym j=1(1yn » B = (@i5)iz1(1ym j=1(1)n -
Skalare Multiplikation:
S IKXIK™" s (r,A) — r-Ai=(r- aij)izz(z)m,jzz(z)n € IK™"
wobei A = (aij)izl(l)m7j:1(1)n :

Die in Abschnitt 2.2 angegebene Multiplikation spielt hier zunédchst keine Rolle.

Es ist nun offensichtlich, daB8 damit IK"™" ein IK — Vektorraum wird. Von besonderem
Interesse ist der Fall IK™' (Spaltenvektoren) und der Fall K" (Zeilenvektoren). Diese
stehen nur in unterschiedlicher Notation fiir den IK — Vektorraum IK™ bzw. IK" . O
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Beispiel 3.33
Sei X eine nichtleere Menge und sei IK ein Korper. Wir setzen

Abb (X, IK) :={f: X — IK}
und definieren Verkniipfungen durch
+: Abb (X, IK) x Abb (X, IK) > (f,9) — f+g€ Abb(X,IK),

(f +9)(x) = f(z) +9(z), z € X,
- IK xAbb (X, IK) 5 (a,g9) — a- f € Abb(X, IK),

(a-f)(z):==a-f(z),z€X,
o Abb(X,IK) x Abb(X,IK) > (f,g) — fege Abb(X,IK),

(feg)(z):=f(x)-g(zx), r€ X,

Es ist klar, daf§ mit “+“ und “-“ Abb (X, IK) zu einem IK — Vektorraum wird. Die Abbil-
dung e haben wir hinzugefiigt, um zu zeigen, dafl Abb (X, IK) noch eine weitere Struktur
tragt. Wichtige Spezialfille sind:

X =IN,IK = IR : Abb(X, IK) steht hier fiir die Menge der reellen Zahlenfolgen.

X =R,IK = IR : Abb(X, IK) steht hier fiir die Menge der reellen Funktionen auf IR. O

Definition 3.34
Ser V' ein IK — Vektorraum. Eine Teilmenge U heifit linearer Teilraum wvon V,
falls U zusammen mit der FEinschrinkung der Addition auf U x U und skalaren

Multiplikation auf IK x U selbst ein IK — Vektorraum ist. -

Lemma 3.35
Ser V' ein IK — Vektorraum, U eine Teilmenge von V. Es sind dquivalent:

(a) U ist linearer Teilraum.

(b)) U#0;(uy,velUaclK = u+veUauecl).

Beweis:

(b) = (a):

Da die Addition und die skalare Multiplikation nicht aus U herausfithrt — man sagt, U ist
abgeschlossen bzgl. Addition und skalarer Multiplikation — leiten sich die Vektorraumaxio-
me fiir U aus der Giiltigkeit der Axiome fiir V' ab, lediglich die Existenz eines neutralen
Elements und eines Inversen bzgl. der Verkniipfung “+4* ist nachzurechnen.

Wihle v € U. Dann ist 0-u =6 € U und 6 ist auch ein neutrales Element in U.

Ist z € U, soist (—1)z € U und (—1)x + 2 = 6. Also ist (—1)z inverses Element von z.
(a) = (b):

Sicherlich ist U # (), da U ein neutrales Element bzgl. der Addition enthélt. Die Abge-
schlossenheit von U bzgl. der Addition und der skalaren Multiplikation ergibt sich aus der
Tatsache, dal auf U Addition und skalare Multiplikation wohldefiniert sind. [
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Beispiel 3.36

IR ist ein linearer Teilraum des IR — Vektorraums €' .

Ist X eine Menge, so ist Abb (X, IR) ein linearer Teilraum des IR — Vektorraums Abb (X, €') .

Lineare Teilrdume von IK" sind z.B. U = {#} und der Losungsraum eines homogenen li-

nearen Gleichungssystems mit n Unbekannten (siehe Abschnitt 2.3 und Bemerkung 3.29).
a

Beispiel 3.37

Sei IK ein Korper. Eine Polynomfunktion iiber IK ist eine Abbildung p € Abb (IK, IK)
der Form .
p(z) = Zai:ci, xelIK,

i=0
mit Koeffizienten a; € IK . Ist a, # 0, so heiflit n der Grad des Polynoms und wir
schreiben dafiir deg(p), also n = deg(p) . Wir haben Polynome fiir IK € {@, IR} schon in
Abschnitt 1.5 betrachtet.
Wir setzen

P = {p|p Polynomfunktion mit Koeffizienten aus IK}.

Offenbar ist nun P ein linerarer Teilraum von Abb(IK, IK) . O

Beispiel 3.38
Sei IK ein Korper. Offenbar ist

Abbo(INo, IK) :={f : INy — IK |f(n) # 0 nur fiir endlich viele n € INy}

ein linearer Teilraum von Abb(INy, IK), insbesondere selbst ein IK — Vektorraum. Wir
bezeichnen diesen Vektorraum als den Raum der Polynome in einer Unbekannten mit

Koeffizienten aus IK . Diese Bezeichnungsweise ergibt sich aus der Tatsache, dafl jedem
f € Abby(INg, IK) mit f(n) =0 fiir n > N durch

N
prilK su — Y f(nju" € IK
n=0

eine Polynomfunktion zugeordnet werden kann. Wir setzen
H([ZI}] = Abbg(ﬂ\[g, H() .

Ein f € IK[z] mit f(n) = 0 fiir n > N schreiben wir mit a,, := f(n), n € IN, meist so
auf:

N
> ana";
i=0

dabei ist dann die Grofle x ein Symbol fiir eine “Unbekannte®.

Als Grad von f € IK|z| definieren wir die kleinste natiirliche Zahl g € INy mit f(n) =
0, n > g und schreiben deg(f) := ¢g. Ist f = 6, dann setzen wir deg(f) := —1.

Der Unterschied zwischen IK [z] und Py wird etwa deutlich in Z5 an p(z) := 2>+ x. In
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Pz, ist es die Nullfunktion, da offenbar p(0) = p(1) = 0 gilt. In Zs[z] ist es sicher nicht
das Nullpolynom, da die Koeffizienten von = und z? nicht verschwinden. a

Definition 3.39

Seir V' ein IK —Vektorraum und set W eine Teilmenge von V. Die Menge
U:=n{Z|W C Z, Z linearer Teilraum von V'}

heif$t lineare Hiille von W. Wir schreiben dafiir L(W).

Klar, die lineare Hiille sollte fiir einen kleinsten linearen Teilraum von V' stehen, der W
enthalt. Die Existenz eines solchen Teilraums ist enthalten in

Folgerung 3.40

Sei V' ein IK —Vektorraum und sei W eine Teilmenge von V. Dann ist L(W) der
“kleinste” lineare Teilraum von V', der W enthdlt, d.h.:

(a) L(W) ist ein linearer Teilraum von V, der W enthdlt;

(b) Ist Z ein linearer Teilraum von V, der W enthdlt, dann ist L(W) C Z .

Beweis:
Offenbar gilt W C L(W) und 0§ € £L(W). Mit Hilfe von Lemma 3.35 sieht man die iibrigen
Aussagen ein. n

3.5 Basis und Dimension

Nun wollen wir ein Maf} fiir die “Grofie“ eines Vektorraumes finden. Zunichst eine

Sprechweise:
Ist V ein IK-Vektorraum und sind u!,...,u™ € V, dann heifit jedes Element

n
au' + -t au” = aud
i=1

eine Linearkombination der u!,... , u";ay,...,a, € IK heiBen die Koeffizienten der
Linearkombination.

Die Linearkombination heifit nichttrivial, falls mindestens ein Koeffizient von 0 verschie-
den ist.

Die Briicke zur Hiillenbildung am Ende des letzten Abschnitts bildet
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Lemma 3.41
Sei V' IK —Vektorraum und ses W C V . Dann gilt:

LW) = {Zaiui|u1,...,u” eW,ai,...,a, € IK,n € ]N} )
i1
Beweis:

Sei U := {i autlut, ... u" € W,ay,...,a, € IK,n € IN}. Wir haben die Inklusionen
=1

LW) C UUC L(W) zu zeigen.

Zunichst: U ist ein linearer Teilraum von V' ; man sieht dies mit Lemma 3.35 ein.

Da offenbar W C U gilt und da L£(WW) der kleinste lineare Teilraum ist, der W enthilt,

folgt L(W) C U .

Sei u = Enj a;ut € U. Sei Z ein linearer Teilraum von V', der W enhiilt. Da Z linearer
i=1

Teilraum ist und die Elemente u!, ..., u™ in W liegen, ist auch u in Z. Damit ist gezeigt,

da u € Z gilt fiir jeden linearen Teilraum von V, der Z enthilt. Also ist u in L(WW).

Damit ist nun auch U C L(W) gezeigt. |

Folgerung 3.42

Ser V' ein IK —Vektorraum und set W C V. Dann sind dquivalent:
(a) W ist linearer Teilraum.

(b) W = L(W).

Beweis:
Unmittelbar klar. [

Definition 3.43
Seit V ein IK —Vektorraum und sei E C V.

(a) E heifst Erzeugendensystem (von V') genau dann, wenn L(E) =V .

(b) E heifit minimales Erzeugendensystem (von V') genau dann, wenn E Er-
zeugendensystem ist und zusdtzlich (E' C E,E' # E — L(E') # V)
gilt.

(c) V heifit endlich erzeugt, falls es eine endliche Menge E' gibt, die ein Erzeu-

gendensystem (von V') ist. o

Folgende Sprechweisen fiir “E ist ein Erzeugendensystem von V* wollen wir gebrauchen:

E erzeugt V, E spannt V auf.
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Beispiel 3.44
In IK™ bilden die Einheitsvektoren

et :=(1,0...,0),...,e":=(0,...,0,1),

die wir bereits als Spaltenvektoren in IK™! kennengelernt haben, ein Erzeugendensystem
E. Es ist sogar ein minimales Erzeugendensystem, denn fehlt etwa e! in E/ C E, so ist
fiir jedes u = (uq,...,u,) € L(E'), u1 =0. O

Beispiel 3.45

Der Raum der Polynome IK [z] iiber dem Kérper IK ist nicht endlich erzeugt, da eine end-
liche Anzahl von Polynomen mittels Linearkombination nur Polynome von beschréinktem
Grad erzeugt. Man sieht, da8 {f’|i € INy} ein minimales Erzeugendensystem ist; dabei

ist f' € IK[z],i € INg, folgendermafen erklirt: f*(j) :=d;;, j € INg . 0
Lemma 3.46
Sei V' ein IK —Vektorraum und sei E = {u',... u"} CV ein Erzeugendensystem.

Es sind dquivalent:
(a) E ist kein minimales Erzeugendensystem.

(b) Jie{l,... n} (ue L(E\{u}).
(c) Ja=(a,... a) € K" \{0} (é ai’ = 0).

Beweis:

(a) = (b). | A

Sei ' C E,E' # E, mit L(E') =V . Sei etwa u' ¢ E’. (b) ist mit diesem v’ erfiillt.

(b)) = (cl §

Dau'= Y a;u mita; € IK,j+#1,gilt, folgt > a;u/ =0 mit a; = —1 fiir j =.
j=1

=1
© = ().
Sei 3" a;u? = 0 und sei etwa a; # 0 fiir j =i. O.E. a; = —1. Setze E' := E\{u'}. Dann
=}
ist L(E') = L(E), aber E' # E. |

Die Bedingung (c¢) in Lemma 3.46 ist Ausgangspunkt fiir

Definition 3.47

Ser V' ein IK —Vektorraum.
Eine Menge E = {u',... u"} C V heifit linear unbhiingig genau dann, wenn gilt:

(Zaiui—ﬁ — al—...—an—0>,

=1

anderenfalls linear abhingig.
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Definition 3.48

FEine Menge E C V' heifit linear unabhingig genau dann, wenn
(E' C E,E' endlich = E' linear unabhdngig),

gilt, anderenfalls linear abhéngig.

Lineare Unabhéngigkeit taucht erstmals bei L. Euler (1707 — 1783) im Zusammenhang mit linearen
Differentialgleichungen auf. Klar ausformuliert wird der Begriff dann von A.-L. Cauchy (1789 —
1857).

Offenbar ist die Menge {u} in einem IK—Vektorraum linear abhéingig genau dann, wenn
u = 0 gilt.

Manchmal fassen wir Vektoren v' ... v" nicht zu einer Menge {v!,... v"} zusammen,
um sie dann als linear unabhéngig/linear abhéngig zu bezeichnen, wir sagen stattdessen
kurz, v!, ..., v" sind linear unabhéngig/linear abhéngig.

Beispiel 3.49

Offenbar ist IR ein @—Vektorraum. Die reellen Zahlen 1, v/2, v/3 sind in diesem Vektorraum
linear unabhingig. Dies sieht man so:
Aus
a-14+0vV/2+¢v/3=0 (a,b,ce @)
folgt
a® = 207 + 3¢ + 2beV/6,
was /6 € @ impliziert, falls bc # 0 ist. Aber v/6 ist nicht in @ (Beweis!). Also ist bc = 0.

Ist etwa ¢ = 0, dann haben wir
a-1+bv/2=0.

Da v/2 nicht in @ ist, ist b = 0. Nach b = ¢ = 0 folgt nun schlieBlich a = 0. O

Das nun folgende Lemma wollen wir das Abhéngigkeitslemma nennen.

Lemma 3.50
Sei V' ein IK —Vektorraum. Sind u', ..., u™ linear unabhingig und sind u',...,u", u
linear abhingig, dann ist u eine Linearkombination der Elemente u',...,u", d.h.
uwe L{ul,. .. u"}).

Beweis:

Da u!,...,u" u linear abhingig sind, gibt es (ay,...,a,,a) € IK"™ \{0} mit

dau' +au=10.

=1
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Annahme: a = 0.

Da u!, ..., u" linear unabhingig sind, folgt, da8 ai,...,a, verschwinden, was ein Wider-
spruch ist.

Also ist a # 0 und wir kénnen die obige Gleichung mit (—a)~! multiplizieren und erhalten
die gewiinschte Darstellung von u durch eine Linearkombination der u!, ..., u". [

Lemma 3.51

Ser V' ein IK —Vektorraum. Besitzt V' ein Erzeugendensystem E mit n Elementen,
dann sind je n + 1 Elemente aus V' linear abhdngig.

Beweis:
Sei E = {u',...,u"}. Wir wissen L(E) =V .
Seien v!,...,v™™ € V. Dann gibt es zu jedem v/ Skalare a;; € IK,i = 1,...,n, mit
. n ) n+1 )
v/ = Y a;;u’ . Eine Linearkombination ). z;v’ = 6 fithrt zu
i=1 j=1
n+1 n ) n n+l )
(9 = Z LIZ'J(Z aijuz) = Z(Z xjaij)uz .
=1 =1 i=1 j—1

Betrachten wir das Gleichungssystem

Az =0 mit A= (aij)i_s(1yn jm1(1)nts -

dann wissen wir aus der Anwendung des Gaufischen Eliminationsverfahren (siche Satz
2.12), daB} dieses Gleichungssystem eine nichttriviale Losung besitzt. Sei z = (21, ..., Zni1)
diese Losung. Damit folgt nun

n+1 )
Szt =0, x40,
j=1
Also sind v!, ..., v™"! linear abhiingig. [

Das obige Lemma nennen wir das Schrankenlemma, da es eine obere Schranke fiir die
Anzahl linear unabhéngiger Elemente liefert.

Satz 3.52
Sei V' ein IK —Vektorraum, V # {0}, und sei B C V. Es sind dquivalent:

(a) B ist linear unabhingig und ein Erzeugendensystem von V .
(b) B ist minimales Erzeugendensystem von V' (bzgl. der Inklusion).

(c) B ist mazimale linear unabhingige Menge in V' (bzgl. der Inklusion).

Beweis:
(a) = (b):
Sei EC B,E # B.Seiu € B\E.
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Annahme: u € L(E).

Dann gibt es u!,...,u” € B und ay,...,a, € IK mit u = iaiui. Dann ist aber
i=1

{ul,... u™ u} eine linear abhingige Teilmenge von B, was ein Widerspruch zur Vor-

aussetzung ist. Also ist v ¢ L(FE) und damit ist L(E) # V.

(b) = (o)

Aus Lemma 3.46 (c) folgt, dafl B linear unabhéngig ist.
Sei B C EC V und sei E linear unabhéngig. Sei e € E.
Annahme: e ¢ B.

n . .
Da B ein Erzeugendensystem ist, haben wir e = 3 au’ (a; € IK,u' € B,i=1,...,n).
i=1

Also ist {e,u!,...,u"} C E linear abhingig. Dies ist ein Widerspruch zur Tatsache, daf
E linear unabhéngig ist.

Also ist e € B. Damit ist E' = B gezeigt.

(¢) = (a):

Es ist noch zu zeigen, da} V' C L(B) gilt.

Sei v € V. Ist v € B, sind wir fertig, da B C L(B) gilt.

Ist v ¢ B, setzen wir B := B U {v} und nach Voraussetzung ist B’ eine linear abhéngige
Menge. Also gibt es (a,ay,...,a,) € IK"'\{0} und v',... ,u" € B mit

n
av + Zaiuz =0.
i=1

Da u, ..., u" linear unabhiingig sind, ist a # 0. O.E. a = —1. Also ist auch nun v € £(B).
|

Definition 3.53

Ser V' ein IK—-Vektorraum. Eine Menge B C V heifst Basis von V' genau dann,

wenn B linear unabhdngig ist und ein Erzeugendensystem von V' ist. -

Beispiel 3.54

Die Einheitsvektoren e!, . .., e" bilden eine Basis von IK™ . Speziell fiir n = 3 ist aber auch
(1,0,0), (1,1,0), (1,1,1)

eine Basis (Beweis!). Dies zeigt, dal es mehrere minimale Erzeugendensysteme geben
kann, es zeigt auch, daf§ es im allgemeinen kein kleinstes gibt: minimal heifit “nicht ver-
kleinerbar®, ein kleinstes Erzeugendensystem miifite sogar in jedem Erzeugendensystem
enthalten sein.

Allgemeiner, die Matrizen

Ekl = (6ik6jl)i:1(1)m,j:1(1)n y k= 1,. . .,m,l = 1,. o, n,

bilden eine Basis von IK™" . O
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Satz 3.55

Sei V' ein IK —Vektorraum und set B C V. Dann sind dquivalent:
(a) B ist Basis von V.

(b) Zu jedem v € V gibt es eindeutig bestimmte Elemente u',... u™ € B und
eindeutig bestimmte Koeffizienten aq,...,a, € IK mit

n

= Z a;u’

i=1
Beweis:

(a) = (b):

Die Existenz ist klar, da B auch Erzeugendensystem ist.
Die Eindeutigkeit folgt so: Sei v = Z a;u’ = Z bv"

O.E. m= n ut =l . . u" =" (Emfugung von Koeffizienten, die 0 sind!).

Dann gilt Z (a; — b; )u = @, woraus aus der Eigenschaft, dafl B linear unabhéingig ist,

folgt: a; fbl,..., an = by, .

(b) = (a):

Die Aussage £(B) =V ist schon klar.

Seien u!,...,u" € B,ay,...,a, € IK mit > a;u’ = 0. Da die Linearkombination, die

n .

darstellt, eindeutig bestimmt ist, und da sicherlich auch Y 0 - u* eine Linearkombination
i=1

fiir 0 ist, folgt a; = ... =a, =0. ]

Die Definition der linearen Unabhéngigkeit besagt also, dal eine Darstellung von 6 durch
eine Linearkombination eindeutig bestimmt ist. Aus der linearen Struktur (Addition, ska-
lare Multiplikation) folgt dann die eindeutige Darstellbarkeit eines jeden Elements durch
Vektoren einer Basis.

Beispiel 3.56

Sei IK = € . Die Monome 1,z,?, ... bilden eine (nicht endliche) Basis von Pg. Dies
kénnen wir hier mit den bisher zur Verfiigung stehenden Mitteln der Linearen Algebra
und der Analysis nicht beweisen. Setzen wir jedoch den Fundamentalsatz der Algebra
voraus, so ist es einfach. Dieser Satz besagt:

Ein Polynom in Pg vom Grad n > 1 besitzt mindestens eine Nullstelle in €' .
Als Konsequenz ergibt sich mit dem Euklidischen Algorithmus:
Jedes Polynom in Py vom Grad n > 1 besitzt genau n Nullstellen in €' .

Dieses Resultat liefert nun die lineare Unabhéngigkeit der Monome, denn aus

p(z) ::Zaixizﬁ, xe C,
i=0
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folgt, dal p jedes x € € als Nullstelle hat, es mufl also das Nullpolynom sein, d.h.
apg=...=a, =0.

Klaren wir hier noch die 4 -ten Wurzeln aus 7, die wir am Ende von Kapitel 1 angefiihrt
haben. Man rechnet nach, dafl

r=+v7 , T = +iv/7 ,
in der Tat Nullstellen des Polynoms p(z) := z* — 7 sind. Nach dem Fundamentalsatz sind

dies nun alle Nullstellen dieses Polynoms. O

Der Fundamentalsatz der Algebra wurde erstmals streng 1799 von C.F. Gauf in seiner Dissertation
bewiesen. Er geht auf A. Girard (1595 — 1632) zuriick, J.B. d’Alembert (1717 — 1783) hat 1746 einen
Beweisversuch vorgelegt. Nun gibt es eine Reihe von Beweisen, die sich unterschiedlicher Theorien
bedienen (C.F. Gauf} hatte auch schon drei unterschiedliche Beweise gefunden). Der wohl einfachste
Beweis 148t sich mit der Funktionentheorie, also der Theorie der Funktionen f : € — €, fiihren.

Satz 3.57
Sei V # {0} ein IK—-Vektorraum, der endlich erzeugt ist. Dann gilt:

(a) V besitzt eine Basis aus endlich vielen Elementen.

(b) Je zwei Basen haben gleich viele Elemente.

(c) Ist M :={u,... u"} linear unabhingig, dann ist M entweder eine Basis oder
es gibt Elemente v ... u" € V derart, daff B := {u',... ,u"} eine Basis
von V ist.

Beweis:

Wir beweisen zunéchst (c).

Ist U := L(M) =V, dann sind wir schon fertig. Ist U # V, dann gibt es u"** € V\U. Nach
dem Abhéngigkeitslemma 3.50 ist M’ := {u',... u",u"*!} linear unabhiingig. Nun kann
das Verfahren fortgesetzt werden. Nach dem Schrankenlemma 3.51 bricht das Verfahren
nach endlich vielen Schritten ab. Also erhalten wir die gewiinschte Basis.

Nun beweisen wir (a).

Nach Voraussetzung gibt es v # 6 in V. Dann ist {v} linear unabhéngig und kann nach
(¢) zu einer Basis erginzt werden.

Nun zu (b).

Seien B, B’ Basen von V mit n bzw. n’ Elementen.

Da B ein Erzeugendensystem mit n Elementen ist, folgt mit dem Lemma 3.51, dal n + 1
Elemente in V' linear abhéngig sind, also ist n’ < n. Vertauscht man die Rollen von B, B’,
folgt n < n/'. [ ]

Bemerkung 3.58

Auch nicht endlich erzeugte Vektorrdume besitzen eine Basis. Zum Beweis braucht man
weitergehende Hilfsmittel aus der Mengenlehre, ndmlich das Zornsche Lemma, das in
der Ndhe des Auswahlaxioms angesiedelt ist; der Beweis zur Existenz einer Basis wird
damit nichtkonstruktiv gefithrt. Die Bedeutung der (algebraischen) Basen in nicht endlich
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erzeugten Vektorrdumen ist gering, im Kapitel iiber Euklidische Vektorrdume wird uns
ein “wertvolleres” Konzept begegnen. O

Wegen Satz 3.57, insbesondere Bedingung (b) davon, ist die folgende Definition sinnvoll:

Definition 3.59

Seir V' ein IK —Vektorraum.

Ist V endlich erzeugt und ist n die Anzahl der Elemente einer Basis von V', so heifft
n die Dimension von V' (iber IK ) und wir schreiben n = dimg V' .

Ist V' nicht endlich erzeugt, dann schreiben wir dimg V = oo und nennen V' unend-

lichdimensional. 0

Beispiel 3.60
dimg IK" =n, dimp € =2, dimk IK™" = mn, dimg IR = oo.

Die letzte Behauptung wollen wir nicht vollsténdig beweisen. Dafl dimg /R nicht endlich
ist, sieht man damit, daf3 IR nicht abzahlbar ist. Ware nédmlich IR iiber € endlich erzeugt,
wiirde aus der Abzéhlbarkeit von @ die Abz&hlbarkeit von IR folgen.

Fiir eine unendliche linear unabhéngige Teilmenge steht als Kandidat die Menge

W := {/p|p Primzahl}

bereit. Wir haben bereits in Beispiel 3.49 die Teilmenge {\/5, \/§} davon verwendet. Es
148t sich in der Tat beweisen, dafl W eine iiber @ linear unabhingige Teilmenge von IR
ist. Der Nachweis ist nicht einfach, einfacher ist er zu

L := {log p|p Primzahl} .

Hier gelingt dies mit der Primfaktorzerlegung und etwas Analysis (Logarithmus, Expo-
nentialfunktion).
Weder W noch L ist zusammen mit 1 eine Basis von IR iiber @) ! O

Die Existenz einer Basis fiir den Vektorraum IR iiber ¢ wurde erstmals 1905 von G. Hamel mit
Hilfe des Wohlordnungssatzes, der zu den Fundamenten einer axiomatischen Mengenlehre gehort,
bewiesen. Aber es hat noch niemand eine Basis explizit angegeben.

Wir haben oben festgestellt, dal €' ein zweidimensionaler Vektorraum iiber IR ist. Zu
diesem Vektorraum sind wir gekommen, weil wir die algebraische Gleichung 22 +1 = 0
l6sen wollten. Den Versuch, nun €' in dhnlicher Weise in einen Koérper IK einzubetten,
der dann ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber €' ist, kann man in zwei verschiedene
Richtungen starten: Erstens, man gibt die Idee, dal die Elemente des Korpers IK Losun-
gen von polynomialen Gleichungen mit Koeffizienten in €' sind, auf, und man muf sie
aufgrund des Fundamentalsatzes aufgeben, dann kommt man zu transzedenten Korperer-
weiterungen. Zweitens, man bettet €' in eine Menge mit den Verkniipfungen Addition
und skalarer Multiplikation ein, in der nicht mehr alle Kérperaxiome erfiillt sind. Diesen
Weg hat erfolgreich R. Hamilton (1805 — 1865) beschritten: Wenn man in IK auf das
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Kommutativgesetz bzgl. der Multiplikation — man nennt dann die resultierende Struktur
einen Schiefkérper — verzichtet, kann man einen Schiefkérper IH so konstruieren, dafl
IH ein zweidimensionaler Vektorraum iiber €' wird. Dieser Schiefkorper heifit der Qua-
ternionenkorper. Diese zweite Idee tragt noch eine Stufe weiter: Verzichtet man im
Schiefkorper auch noch auf das Assoziativgesetz bzgl. der Multiplikation, dann kann man
einen solchen “schwécheren“ Schiefkérper © konstruieren, der ein zweidimensionaler Vek-
toraum tiber IH, also ein achtdimensionaler Vektorraum iiber IR ist. Dieses “Zahlsystem*
@ wird die Algebra der Cayley—Zahlen genannt.

3.6 Unterriume und Dimensionsformel

Sei V' ein IK—Vektorraum und seien U, W lineare Teilrdume von V. Der Durchschnitt
UNW von U W ist sicherlich ein linearer Teilraum von V(Beweis!), nicht jedoch im
allgemeinen die Vereinigung U U W .

Dazu

Definition 3.61

Seir V' ein IK —Vektorraum und seien U, W lineare Teilrdume von V. Dann heifit
U+W: ={ut+wluecUweW}

die Summe der Riaume U, W .

Folgerung 3.62

Sei V' ein IK —Vektorraum und seien U, W lineare Teilrdume von V. U + W ist der
kleinste lineare Teilraum von V, der U UW enthdilt, d.h. U +W = LUUW .)

Beweis:

Offenbar ist U + W C L(U U W). Da aber U + W selbst ein linearer Teilraum ist, der
U UW enthalt, gilt auch LOUW) Cc U+ W. |
Satz 3.63

Sei V' ein IK—-Vektorraum und seien U, W lineare Teilrdume von V endlicher Di-
mension. Dann gilt:

dimy U + dimg W = dimy (U + W) + dimg (U N W)

Beweis:

Ist V' = {6}, dann ist nichts zu beweisen. Sei also nun V' # {60}.

Sei By := {v!,...,v"} eine Basis von U N W. Nun kann B, etwa durch {u!,...,u™} zu
einer Basis von U und durch {w!,... ,w"} zu einer Basis von W ergénzt werden. Nun

behaupten wir, dafl
A 1 r o1 m n
B:={v,...;0o"u,...,u" w,. .. w"}
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eine Basis von U + W ist.
Wir zeigen U + W C L(B), woraus U + W = L(B) folgt.
Sei v € U+ W. Dann gibt es u € U,w € W mit v = u + w. Nach Konstruktion gibt es

CL1,...,ar,bl,...,bm,Cl,...,Cr,dl,...,dnEH(,

sodaf3 . . . .
U = Zazv —i—szui, w = Zczv —i—Zdzwz,
=1 =1 =1 =1
also . . .
v = Z(CLZ + Ci)’Ui + Z bzuz + Z dzwz .
i=1 i=1 i=1

Also ist v € L(B).
Wir zeigen, daf§ B linear unabhéngig ist.

Sei
Zaivz + Zbiuz + Zciwz =0.
i=1 i=1 i=1
Dann ist
vi= aivz—l—Zbiuz ceU
i=1 i=1

und —v € W, da Enj cw' in W ist, d.h. v € W. Also ist v € U N W . Daher gibt es
i=1
€1,...,6, € IK mit

T
v = Z eiv’ .
i=1

Aus der Eindeutigkeit der Darstellung von v durch die gewéhlte Basis von U folgt

a1 =¢€y,...,a, =¢€., by =...=b,, =0,
also
Zaivz—l—Zciwz =40.
i=1 i=1
Da {v!,...,v",w!,... w"} linear unabhéngig ist, folgt

ag=...=a,=0,c1=...=¢,=0.

Die Begriffe “Linearkombination von Groflen, die linear abhéngig sind, Basis eines Vektorraums
und Dimension“ werden bei H. Grassmann (1809 — 1877) sehr klar beschrieben. Bei ihm findet sich
auch erstmals klar die Dimensionsformel.

Wichtig ist der Spezialfall U N W = {6} . Dazu
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Definition 3.64

Sei V' ein IK —Vektorraum und seien V', U, W lineare Teilrdume von V.
V' heifit direkte Summe der linearen Teilrdume U, W, falls

VI=U+W,UNW = {6}

gilt. Wir schreiben dann V' = U@ W und nennen U ein Komplement von W und

W ein Komplement von U (beziiglich V). .

Hilfreich ist folgende Charakterisierung,.

Lemma 3.65

Sei V' ein endlichdimensionaler IK-Vektorraum wund seien V' ,U, W lineare
Teilrdume von V. Es sind dquivalent:

() VI=U&W.

(b) Zu jedem v € V' gibt es eindeutig bestimmte Elemente u € Uyw € W, sodafl
v=utw.
Beweis:
Zu (a) = (b):
Es ist nur die Eindeutigkeit zu zeigen. Sei also

v=ut+w=uv+w mit wuveUww eW.

Dann ist u — v = w' —w € UNW = {#} und daher v = v/, w =w'".

Zu (b) = (a):

Es ist nur UNW = {0} zu zeigen.

Seiv e UNW . Dann ist § = 0+ 6 = v+ (—v) . Daraus folgt mit der dank (b) gegebenen
Eindeutigkeit der Darstellung von 6 € V' schliefilich v = 6. [

Lemma 3.66

Sei V' ein endlichdimensionaler IK—Vektorraum und seien U, W lineare Teilrdume
von V. Es sind dquivalent:

(a) V=UaW.
(b)) V=U+W und dimg V = dimk U + dimg W .
(c) UNW = {0} und dimk V = dimk U + dimk W .

Beweis:

Zu (a) = (b):

Dimensionsformel aus Satz 3.63.

Zu (b) = (o):

Aus der Dimensionsformel folgt dimx UNV =0, also UNW = {6}.
Zu (¢) = (a):
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Wegen der Dimensionsformel mufl dim V' = dim (U + W) sein. Sei B eine Basis von
U + W . Dann ist B eine linear unabhéngige Teilmenge von V' . Da

dimg V = dimg (U + W) = #B

gilt, ist B sogar eine Basis von V, also auch ein Erzeugendensystem von V' . Daraus folgt
V=LB)=U+W. ]

Satz 3.67

Sei V' ein endlichdimensionaler IK —Vektorraum und sei U ein linearer Teilraum von
V. Dann gibt es einen linearen Teilraum W von V, sodaff V. =U & W gilt.

Beweis:

Ist U = {0}, wihle W = V. Ist U =V, wihle W = {6}.

Nun sei dimj U = k mit 0 < k < dimg V. Wéhle eine Basis By von U und ergénze diese
Basis mit B’ zu einer Basis B von V. Definiere W := L(B’). Dann gilt V=U& W . =

Der lineare Teilraum aus Folgerung 3.67 heifit direkter Summand zu U. Er ist keines-
wegs eindeutig bestimmt, ebensowenig wie Basen eindeutig bestimmt sind.

Beispiel 3.68

Sei IK ein Kérper. Betrachte e! := (1,0),¢e? := (0,1),2 := (1,1) € IK* .

Dann sind {e!,e?} und {e!,z} Basen von IK? . Die Basis {e',e?} nennt man die Stan-
dardbasis von IK? .

Setzt man

U=L{e}),W:=L{e}), W = L({z}),

so sind W, W’ direkte Summanden von U. O

Definition 3.69
Sei V' ein IK —Vektorraum und seien V', Uy, ..., Uy lineare Teilrdume von V.
V' heiffit direkte Summe der linearen Teilrdume Uy, ..., Uy, falls es zu jedem
v € V' eindeutig bestimmte Elemente u' € Uy, ..., u* € Uy gibt, sodaff v = Ekjluz

gilt.
Wair schreiben dann



Kapitel 4

Lineare Abbildungen

Nun fiigen wir der Struktur “Vektorraum® die zur Vektorraumstruktur passenden Ab-
bildungen hinzu. Damit erscheinen dann die Matrizen und Gleichungssysteme in neuem
Licht.

4.1 Definition und Beispiele

Definition 4.1

Seien X, Y IK —Vektorraume. Eine Abbildung L : X — Y heifit IK—linear genau
dann, wenn

L(z' + 2%) = L(z') + L(2*), L(ax) = aL(z) fir alle 2", 2%, € X, a € IK (4.1)
gilt. -

Man beachte, dafl in (4.1) auf der linken Seite die Addition und skalare Multiplikation in
X, auf der rechten Seite die Addition und skalare Multiplikation in Y Verwendung findet.
Ist L: X — Y eine Abbildung, so haben wir auch die Abbildungen

idk x L:IK xX 3 (a,z) — (a,L(z)) € IK XY,
LxL:XxX>(2',2%) — (L(z"),L(z*)) €Y x Y.

Damit konnen wir die Diagramme

K x X “5F mxy XxX 2% vy
@l l@ @l j@
X L, Y X L, Y

betrachten. Die Linearitéit von L ist nun offenbar damit dquivalent, daf§ die Diagramme
kommutieren, d.h. daf3

Oo(idk XL)=Lo®,®o(LxL)=Lo®

78
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gilt. Hierbei haben wir der besseren Lesbarkeit wegen fiir die Addition + das Symbol &
und fiir die skalare Multiplikation - das Symbol ® (wie frither) eingesetzt.
(Diagramme erfreuen sich in der Algebra grofler Beliebtheit.)

Es sollte klar sein, daf die Hintereinanderausfithrung (Komposition) von linearen Abbil-
dungen selbst wieder linear ist.

Beispiel 4.2
Sei IK ein Korper. IK-lineare Abbildungen sind:

o id : IK — IK,

e O :IK>a — 0elK,

o +:IKxIK > (a,b) —> a+beIK,

o S:IK xIK > (a,b) —> (a,—b) € IK x IK (Spiegelung),

o m;: IK" > (x1,...,2j,...,2,) —> x; € IK (Projektion),

o Tyh:IK™ 52 — Az € IK™' wobei A eine Matrix in IK™" ist.
Keine IK-lineare Abbildung ist

IK? 3 (11, 15) — z120 € IK .
O

Die Schreib— und Sprechweise “L IK-linear* verkiirzen wir meist zu “L linear”, da in
der Regel klar ist, welcher Kérper gemeint ist.

Sei X ein IK—Vektorraum mit Basis {x!,...,2"}. Dann haben wir die Abbildung

kx: X 3z=)Y ax’ — (a1,...,a,) € K"

i=1
oder
n .
kx : X Bx:Zaixz — (a1...a,) € IKM"
i=1
oder
n ax
kX:XBx:Zaile—> : e IK™! .
i=1
Qnp

Jede dieser Abbildungen heifit Koordinatenabbildung. Wir sprechen aus naheliegenden
Griinden von der Koordinatenabbildung und verwenden jede “Realisierung® ihrem Zweck
entsprechend. Sie ist wohldefiniert, da die Darstellung eines Elementes x € X durch die
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Basis eindeutig bestimmt ist. Diese Abbildung ist linear und bijektiv. Die Umkehrabbil-
dung ist offenbar gegeben durch

n
K" 3 (a1,...,a,) — z=> az' €X
i=1

und ist offenbar selbst wieder linear.

Beispiel 4.3
Sei IK ein Korper. Die “Ableitung*

D:IK[x]>p — Dpe€ IK[x],

Dp = Zz’ai:ci_l falls p= Z a;x’,

i=1 =0
ist offenbar [K—linear. Sie iibernimmt im Raum der Polynomfunktionen Pp die Rolle der
Ableitung. 0

Folgerung 4.4
Seien X, Y IK-Vektorriume und sei L : X — Y linear. Es gilt dann:

(i) L(0) =0; L(—x) = —L(x) fir alle x € X .
(ii) Das Bild L(X) ist ein linearer Teilraum von'Y .
(iii) Das Urbild L=({0}) ist ein linearer Teilraum von X .

(i) L ist injektiv genau dann, wenn L=1({0}) = {0} gilt.

Beweis:

(i) folgt aus L(#) = L(0+0) = L(O)+ L(#) und 0 = L(0#) = L(x+ (—x)) = L(x) + L(—z) .
Die Aussagen (i7), (i) sind nahezu trivial. Wir beweisen exemplarisch (7i7) .

Seien u,v € L7(0), d.h. L(u) = L(v) = 0, und seien a,b € IK . Aus L(au + bv) =
aL(u) +bL(v) = af + bl = 6 folgt au + bv € L7(). Damit ist die Aussage auch schon
bewiesen.

Die Aussage iiber die Injektivitét folgt aus der Tatsache, daff dank der Linearitit L(z) =
L(z') genau dann gilt, wenn L(x — z’) = 0 erfiillt ist. |

Definition 4.5

Seien X,Y IK-Vektorrdume und sei L : X — Y . L heifst Isomorphismus

genau dann , wenn L linear und bijektiv ist. -

Ist L: X — Y ein Isomorphismus, so nennen wir die Rdume X, Y isomorph (bzgl.
L); wir driicken dies auch durch = aus.
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Beachte: Ist L : X — Y ein Isomorphismus, so ist auch die Umkehrabbildung ein
Isomorphismus. Dazu ist lediglich die Linearitét zu iiberpriifen.
Seien u,v € Y, a,b € IK . Dann folgt aus

L(L Y (au + bv) —aL *(u) — bL7'(v)) =0,
wobei die Linearitdt von L Verwendung fand, mit der Injektivitéit von L
L (au+bv) —aL ' (u) —bL*(v) = 0.

Dies war zu zeigen.

Satz 4.6
Seien X, Y IK—Vektorraume. Dann gilt:
(a) Ist dimk X =dimgx Y < 0o, dann gibt es einen Isomorphismus
L: X — Y.
(b) Sind X,Y isomorph, so gilt dimpk X = dimg Y .

Beweis:
Zu (a).

Wihle Basen {x!,... 2™} {y',...,y™} in X bzw. Y.

L:X>z= g a;xt — Yy = § a;y® €Y ist ein Isomorphismus.
i=1 =1

Zu (b).

Sei {z!,...,2™} C X linear unabhéngig. Dann ist {L(z'),..., L(z™)} linear unabhéngig,
denn aus

folgt mit der Injektivitét
0 = Z a;xt
i=1
und schlieBlich aus der Tatsache, da8 {z',..., ™} linear unabhingig ist,
ar=...=a,=20.

Also gilt dimg Y > dimg X .
Anwendung des eben vorgefiihrten Schlusses auf L= fithrt zu dimx X > dimg Y . [ |

Bemerkung 4.7

In Beispiel 3.54 haben wir gezeigt, dafl ein IK—Vektorraum der Dimension n isomorph zu
IK™ ist. IK™ ist also ein konkreter IK—Vektorraum der Dimension n. Er kann als Stan-
dardmodell eines n—dimensionalen Vektorraums angesehen werden. Alle Phénomene,
die in n—dimensionalen Vektorraumen auftreten und auf der linearen Struktur (Vektor-
raum/lineare Abbildung) beruhen, kénnen folglich in dem konkreten IK—Vektorraum IK"
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untersucht werden. Man konnte nun sich fragen, warum wir nicht von Anfang an nur den
konkreten Raum IK™ betrachtet haben, in dem eine Basis direkt hinschreibbar ist. Dazu
ist einzuwenden, dafl in Anwendungen Vektordume in allgemeinen nicht als IK™ direkt er-
kennbar sind. Der Vorteil unseres Vorgehens besteht also gerade darin, dafl wir fiir unsere
Untersuchungen nicht immer gleich eine Basis zur Hand haben miissen. O

Sei X ein IK—Vektorraum und sei U ein linearer Teilraum. Wir definieren eine Aquiva—
lenzrelation durch
r~y: <= zrz—yeU.

(DaB in der Tat eine Aquivalenzrelation vorliegt, ist einfach zu verifizieren.) Damit defi-
nieren wir wie iiblich
X/U = X/N = {[x]|x S X}

Wir haben in X/, wieder eine skalare Multiplikation und eine Addition, ndmlich
IK XX, > (a,[z]) — |az] € X/,

Xjy x Xpy 2 ([l [Y]) — [z +yl € Xy

Diese Definition haben wir noch daraufhin zu iiberpriifen, ob Wohldefiniertheit vorliegt,
d.h. etwa im Fall der skalaren Multiplikation:

Ist [ax] = [ay], falls [z] = [y]?

Sei also [z] = [y]. Dann ist x — y € U und daher auch az — ay = a(z — y) € U. Also gilt

laz] = [ay].
Damit ist nun klar, da§ X, ein IK—Vektorraum ist.

Definition 4.8

Sei X ein IK-Vektorraum und sei U ein linearer Teilraum. Der IK —Vektorraum

X, heift der Faktorraum von X (faktorisiert) nach U. o

Folgerung 4.9

Sei X ein IK —Vektorraum, sei U ein linearer Teilraum und sei W ein Komplement
von U. Dann gibt es einen Isomorphismus L : X, — W.

Beweis:
Da W ein Komplement von U ist, gilt X = U@ W . Also besitzt jedes x € X eine eindeutig
bestimmte Darstellung = xy + zy . Wir wollen L so erkléren:

L:X,,3[z=mr+ow] — zw eW.
Die Wohldefiniertheit folgt aus

lzy +2w] = [yv + yw]| = Tw = yw
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Die Linearitét ist klar, ebenso die Surjektivitat. Die Injektivitat folgt aus

Lx=2y+aw]) =0 <= 2w =0 <= zc€U < [z] =0.

Folgerung 4.10

Ser X ein IK —Vektorraum, sei U ein linearer Teilraum. Dann gilt

(mit der Vereinbarung oo + oo = 00,00 +n = oo,n € INg).

Beweis:

Sei dimpy X = oo. Es ist zu beweisen, dafl entweder dimj U oder dimjg X /U unendlich
ist.

Annahme: dimi U =1 < 00, dileX/U =7r <o0.

Sei {u',...,u'} eine Basis von U und sei {[z'],..., [2"]} eine Basis von X/,

Sei x € X. Da [r] € X, gibt es ay,...,a, € IK mit

s s

(2] = _ail2'] = [; a;z'].

=1

Also ist = — fj a;x' € U und damit gibt es by,...,b € IK mit
i=1

r l
T=) ax'+) bu'.
i=1 i=1

"ul, ..., u'} ein Erzeugendensystem von X ist, im Widerspruch

Dies zeigt, da$ {z!,..., z
zu dimp X = oo.
Ist dim X endlich, dann hat U nach Satz 3.67 ein Komplement W. Nach Folgerung 4.9

und Satz 4.6 ist dimy W = dimg X, . Mit Folgerung 3.66 folgt die Behauptung. [

4.2 Rang und Defekt
Seien X, Y IK—Vektorraume. Wir setzen
Homg(X,Y):={L: X — Y|L IK —linear}

Die Bezeichnung Hom (X, Y) ist abgeleitet aus der Tatsache, da§ wir IK-lineare Abbil-
dungen auch Homomorphismen nennen wollen. Homk (X,Y) tragt selbst wieder die
Struktur eines IK—Vektorraums, doch dazu spéter.
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Definition 4.11

Seien X,Y IK -Vektorrdume und sei L € Homk (X,Y).
Wir nennen Kern(L) := L™(0) den Kern von L und def (L) := dimy Kern(L) den

Defekt von L. -

Folgerung 4.12

Seien X,Y IK-Vektorrdume und sei L € Hom g (X,Y). Dann ist L injektiv genau
dann, wenn def (L) = 0 ist.

Beweis:
Dies ist nur eine Umformulierung der Definition des Defektes. [

Definition 4.13

Seien X,Y IK -Vektorrdume und sei L € Homk (X,Y).
Wir nennen Bild(L) := L(X) das Bild von L und rg(L) := dimgy Bild(L) den

R L.
ang von -

Folgerung 4.14

Seien XY IK-Vektorriume, sei dimkY < oo, und sei L € Homu(X,Y). Dann
ist L surjektiv genau dann, wenn rg(L) = dimg Y ist.

Beweis:

Dahinter verbirgt sich nur eine Umformulierung der Definition des Ranges. Die Vorausset-
zung “dim Y < oo ist nétig um aus dimgy Bild(L) = dim Y die Tatsache Bild(L) =Y
folgern zu konnen. n

Nun ist es Zeit, weitere gebrauchliche Bezeichnungsweisen fiir die Abbildungen zwischen
Vektorrdumen aufzuschreiben.

Definition 4.15
Seien X,Y IK -Vektorrdume und sei L € Homk (X,Y).

(i) L Monomorphismus : <= L injektiv.
(i) L Epimorphismus : <= L surjektiv.
(#i) L Endomorphismus: <— X =Y.

(iv) L Automorphismus : <= X =Y, L bijektiv.
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Fiir einen Endomorphismus L : X — X definieren wir induktiv:

LY :=idy, L™ :=LoL",neIN,.

Satz 4.16
Seien X, Y IK-Vektorriaume und sei L € Homp (X,Y). Dann gilt:

(a) 7, X >z —> [z] € X kern(z) 15t €in Epimorphismus.
(b) fr: X ern(z) 2 [z] — L(x) € Y ein Monomorphismus.

(c) from, = L.

Beweis:
Zu (a). Linearitédt und Surjektivitét sind offensichtlich.
Zu (b). Die Wohldefiniertheit folgt aus

[z] =[2/] < Lz —2')=4.
Die Linearitét ist klar, die Injektivitat folgt aus
z] =60 <= L(z)=19.

Zu (c).
Ergibt sich aus der Definition von fr,7y. [ ]

Der obige Satz, genauer (b) in obigem Satz, heift Homomorphiesatz. Er ist verbunden
mit dem folgenden Diagramm:

X L v
T
X/Kern(L)

Ein wichtiges Ergebnis ist nun die folgende Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen.

Satz 4.17
Seien X, Y IK-Vektorriume und sei L € Homp (X,Y). Dann gilt

dim X = def(L) 4+ rg(L) . (4.2)

Beweis:
Sei U := Kern(L), V := Bild(L) . Nach Satz 4.16 ist

gr Xy, 2 [z] = L(z) €V
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ein Isomorphismus und aus Folgerung 4.10 und Satz 4.6 folgt die Behauptung. [

Uberraschenderweise hingt also die Summe def (L) + rg(L) von der linearen Abbildung
L gar nicht ab. Man gerdt in Versuchung, im Fall X = Y zu beweisen, da} Kern(L) @
Bild(L) = X gilt. Wie das nachfolgende Beispiel zeigt, ist dies im allgemeinen falsch.

Beispiel 4.18

Setze IK ,[z] .= {p € IK[z]|degp <n},n € IN, .
Betrachte nun die “zweite Ableitung“ als Abbildung auf IK3[z|, d.h.

L:IK3[z]>p — DoD e IK3x];

hierbei ist D die Ableitung (siehe Beispiel 4.3).
Es ist einfach zu sehen, dafl Kern(L) = Bild(L) = IK[z] ist. O

Folgerung 4.19

Seien X,Y endlichdimensionale IK—Vektorrdume mit dimxX = dimgY < oo und
sei L € Hom(X,Y). Dann sind dquivalent:

(a) L ist injektiv.
(b) L ist surjektiv.

(c) L ist bijektiv.

Beweis:
Folgt aus der Dimensionsformel (4.2). |

Die obige Folgerung ist ohne die Voraussetzung, dal XY endlichdimensional sind, im
allgemeinen falsch. Fiir ein Gegenbeispiel schaue man sich bei IK[z], dem einzigen Bei-
spiel fiir einen unendlichdimensionalen Vektorraum, das wir bisher konkret kennen, um.
Hier ist ein Hinweis:

Dem iiberragenden Mathematiker an der Wende des Jahrhunderts D. Hilbert (1862 — 1943) wird
folgende kleine Geschichte zugeschrieben. Ein Mann kommt spét nachts in ein Hotel und fragt nach
einem Zimmer. Der Besitzer bedauert, es sei kein Zimmer mehr frei. Nach kurzem Nachdenken sagt
er jedoch: “Mal sehen, was sich machen l48t. Vielleicht findet sich ja doch noch ein Zimmer fiir
sie.“ Er verldfit die Rezeption, beginnt seine Géste zu wecken und bittet sie, jeweils ein Zimmer
weiter zu ziehen. Der Gast auf Zimmer 1 bekommt Zimmer 2, der Inhaber von Zimmer 2 erhilt
Zimmer 3 und so weiter, bis schliefllich jeder umgezogen ist. Zur Verbliiffung des spéten Gastes
ist das Zimmer 1 auf einmal frei; iiberaus gliicklich bezieht er es und will sich schlafen legen. Ein
nagender Gedanke 148t ihn jedoch nicht zur Ruhe kommen: Wie konnte es sein, dafl durch das
blofle Umziehen jedes Hotelgastes in das néichste Zimmer das erste Zimmer frei geworden war?
Und dann ddmmerte es unserem Reisenden: dies mufite Hilberts Hotel sein, das einzige Hotel in
der Stadt, das unendlich viele Zimmer besaf!
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Folgerung 4.20

Seien X,Y, Z endlichdimensionale IK—Vektorrdume und sei L € Homk(X,Y),
R € Homi (Y, Z). Dann gilt

dimk (Bild(L) N Kern(R)) = rg(L) —rg(Ro L) = def(Ro L) — def (L)

Beweis:
Setze ) := R|pjq(r) - Dann folgt mit Satz 4.17:

dimg Bild(L) = dimgk Bild(Q) + dimx Kern(Q)
= dimgk Bild(Ro L) + dim (Bild(L) N Kern(R))

Die zweite Behauptung folgt daraus mit
dimg Bild(Ro L) + dimk Kern(Ro L) = dimjy X = dimy Bild(L) + dimg Kern(L) .

4.3 Matrizen

Nun wollen wir den engen Zusammenhang zwischen einem IK—-Vektorraum X der Di-
mension n und dem [K—Vektorraum IK" etwas genauer studieren. Dieser Zusammenhang
basiert auf der Tatsache, dafl jeder Vektor z € X nach Wahl einer Basis {z!,...,2"} in
X eine eindeutige Darstellung

n
Tr = Z CLjLUj
i=1

besitzt. Dabei nennen wir den Vektor (ay,...,a,) € IK" den Koordinatenvektor von x
bzgl. der gewéhlten Basis. Diese Begriffsbildung deckt sich mit dem iiblichen Vorgehen
bei der Wahl von Koordinaten in der Ebene IR%:

Man wihlt einen Punkt O (“Ursprung®) und zwei (gerichtete) Geraden g; und
g2, die sich in O schneiden. Zu jedem Punkt P der Ebene ziehe man nun die
Parallelen durch P zu g; und g¢,. Thre Schnittpunkt P, mit ¢g; und P mit g,
kann man nun als Koordinatenpaar fiir den Punkt P verwenden, wenn man
die Punkte auf g; bzw. g in umkehrbar eindeutiger Weise den reellen Zahlen
zuordnet. Man hat dazu lediglich noch auf jeder Gerade eine Einheit festzule-
gen, welche der Einheit 1 in IR entspricht.

Verwendet man aufeinander senkrecht stehende Geraden (Koordinatenach-
sen), spricht man von einem kartesischen Koordinatensystem. Wir kom-
men im Kapitel tiber Geometrie auf diese Konstruktion zuriick. Dort geben
wir den umgangssprachlichen Begriffen etwas mehr formalen Gehalt.

Es ist klar, da8 fiir n = 2 die Geraden g¢i, go durch die Basisvektoren !, x> geméfl Defini-
tion 2.19 so gegeben sind:

g1 :={r =a2'a; € IK}, go := {2 = apz?|ay € IK}
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Der Vektor z = a2 4+ asz? € X entspricht im Koordinatensystem der Punkt P, den man
so erhélt:

Trage von 6 aus a; Einheiten auf g;, as Einheiten auf g, ab und hefte das enstehende
Geradensegment auf g, durch Parallelverschiebung an das Geradensegment auf g; an; der
Endpunkt des angehefteten Segments ist der Punkt P.

Lineare Abbildungen zwischen endlichdimensionalen Vektorrdumen kann man konkret mit
Hilfe von Matrizen beschreiben.
Seien X, Y endlichdimensionale IK—Vektorraume und sei

L: X — Y (4.3)
eine IK—lineare Abbildung. Sei n := dimyg X, m := dimg Y, und seien

{zt, .. 2"} {yt, .. ™) (4.4)
Basen von X bzw. Y. Ist

n
r=> ajz’,
g=1

dann ist wegen der Linearitét von L das Bild L(z) gegeben durch
L(z)=> a;L(z7).
j=1

Man sieht daran zweierlei:

e Die Abbildung L ist vollstéindig angeben, wenn die Werte L(z7), j = 1(1)n, fest-
gelegt sind.

e Der Vektor L(z) 148t sich in der Basis {y',...,y™} darstellen, wenn die Bilder
L(z7), j =1(1)n, in der Basis {y',...,y™} dargestellt sind.

Seien also .
L(xj) = Zaijyi, j=11)n.
i=1
Dann ist . . o
L(z) =Y a;(>_ayy’) = > (O aya;)y’ .
=1 =1 i=1 j—=1

Dies zeigt uns, dafl wir die Abbildung L : X — Y bei gegebenen Basen vollstandig mit
Hilfe der Matrix

Ap = (aij)izz(z)m,jzz(z)n (4‘5)

beschreiben konnen: Ist
a1

a= : e K™

Qn
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der Koordinatenvektor von x, so ist
b:= ALCL < H(m’l

der Koordinatenvektor von L(z).
Die Spaltenvektoren

aii Qin
Am1 Amn
von Ay, stellen gerade die Koordinatenvektoren der Bilder L(z'), ..., L(z™) dar.

Definition 4.21

Die Matriz A, aus (4.5) heifit die Matrix(darstellung) der linearen Abbildung
L aus (4.3) bzgl. der Basen (4.4).

O
Beispiel 4.22
Sei X :=IR*Y :=R'L:R*>(z—1,25) — z1+12€ IR.
Wiihle als Basis in X {(1,1),(0,1)} und als Basis in IR* {(1)}. Wegen
L(1,1)=1+1=2=2-(1), L((0,1)) =0+ 1=1=1- (1),
folgt
A=(21).
O

Beispiel 4.23
Betrachte wieder die Ableitung D in X := IK,[z]. Als Basis in X haben wir die Monome

Man sieht, dafl A A
Du’ =6, Du =u"", i=1(1)n,

gilt. Daher ist die Matrixdarstellung Ap dieser linearen Abbildung gegeben durch

0O 1 0 O 0
0O 0 1 0 0
Ap = L c [Kntintl
o 0 --- 0 1 0
0 O 0 1
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Seien X, Y endlichdimensionale IK—Vektorraume und sei L : X —— Y IK-linear. Ist
dann A die Matrixdarstellung von L bei gewihlten Basen und T4 die von A := Ap
induzierte Abbildung

K" ' 54 — Aa € IK™!,

dann haben wir

L L

X — Y X — Y
kxl /CyOL: TAO/CX lk}y oder kurz kxl /CyOL: AO/CX lk}y
H(n,l & H(m,l H(n,l i> H(m,l

Wir wissen, dafl bei linearen Abbildungen die Hintereinanderausfithrung wieder linear ist.
Wir gehen der Frage nach, was dies fiir die zugehorigen Matrizen bedeutet. Im obigen
Beispiel spiegelt sich die Eigenschaft D"*! = @ wider in A%,

Erinnert sei an die Matrixmultiplikation aus Abschnitt 2.2. Sie bekommt nun einen tiefe-
ren Sinn.

Satz 4.24

Seien X,Y, Z endlichdimensionale IK—Vektorrdume und seien R: X — Y,
S:Y — Z IK-lineare Abbildungen. Seien in X,Y,Z Basen gewdhlt.
Sind dann Agr, As, Asor die zu R bzw. S bzw. S o R gehdrenden Matrixdarstellun-
gen, so gilt

Asor = As Ar.

Beweis:
Seien {x!,... 2"}, {y},...,y™}, {2}, ..., 2!} Basen von X bzw. Y bzw. Z.
Dann ist Az € IK™", Ag € ZKl’m,AgoR e IK". Setze

Ap = (aij)izz(z)m,jzz(z)n , Ag = (bij)izz(z)l,jzz(z)m
Nach Konstruktion von Az und Ag gilt:

Zawy ] Zbkz Zfl )

Daraus folgt fir j = 1(1)n
l m
(So R)( Z aiy’) Z i Z briz") = D (D briay)z
i=1 k=1 i=1
Also besteht Ag.r aus den Spaltenvektoren
21 biia;;
,Jj=11)n.
> biag;
i=1
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Dies sind aber gerade die Spaltenvektoren des Matrixprodukts Ag Ag . [ |

Gehen wir von einem Isomorphismus L : X — Y mit der zugehorigen Matrix Ay, (bei
gewahlter Basis in X und Y') aus, so haben wir

ZdX :L_loL, idy:LOL_l.
Dies bedeutet dann nach Satz 4.24
E — AL—I AL’ E — ALAL—l .

Dies nehmen wir zum Anlaf fiir

Definition 4.25

Seir IK Korper und sei A € IK™". A heifst regulér oder invertierbar, falls es
B e IK™ gibt mat
E=AB=BA,

anderenfalls heifst A singulér oder nicht invertierbar.
Fiir die Matriz B - sie ist eindeutig bestimmt — schreiben wir A~! und nennen diese

Matriz die Inverse von A. 0

Die Eindeutigkeit von A~! folgt wie die Eindeutigkeit des inversen Elements bei Grup-
pen. Allerdings sollte man zur Kenntnis nehmen, dafl wir dabei die Kommutativitat der
Multiplikation nicht niitzen konnen (siehe Beispiel 2.5). Wir wiederholen den Schluf:
Aus

E=AB=BA,E=AB =B'A,

folgt
B=BE=BAB =EB =PB'.

Bemerkung 4.26

Wir haben in Kapitel 2 die Matrizen von oberer Dreiecksgestalt kennengelernt und dort
dafiir Regularitét einer solchen Matrix definiert. Mit Hilfe des Gauflschen Eliminations-
verfahrens — die Gleichung A B = F ist zu losen — sieht man, daf§ die dortige Definition
mit der nun gegebenen Definition {ibereinstimmt. O

Folgerung 4.27
Seien A, B € IK™" requldr. Dann gilt:
(A YH)?t=A4,(AB)'=B1A"

Beweis:
Folgt wie bei den Gruppen. [
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Seien X,Y IK—Vektorrdume und sei L : X —— Y eine IK-lineare Abbildung. Seien
®x, Py Basen in X bzw. Y. Dann haben wir eine Matrixdarstellung von L bzgl. die-
ser Basen. Wie “transformiert“ sich nun diese Matrix, wenn wir einen Basiswechsel von
Oy, Dy zu Basen @'y, @}, vornehmen? Eine Voriiberlegung, die wesentlich zur Definition
4.25 gefiithrt hat, ist:

Folgerung 4.28

Sei X ein endlichdimensionaler IK —Vektorraum und seien ®x,®’y Basen in X. Ist
A die Matrizdarstellung der Identitdt, wenn wir im Definitionsbereich X die Basis
®x und im Wertebereich X die Basis ®'y wdhlen, dann ist A invertierbar und Al
ist die Matrizdarstellung der Identitdt, wenn wir im Definitionsbereich X die Basis
@'y und im Wertebereich X die Basis ®x wdhlen.

Beweis:

Sei B die Matrixdarstellung der Identitdt, wenn wir im Definitionsbereich X die Basis ®x
und im Wertebereich X die Basis ®x wéhlen. Da A die Matrixdarstellung der Identitéat
ist, wenn wir im Definitionsbereich X die Basis ®x und im Wertebereich X die Basis @’y
wiahlen, folgt aus Satz 4.24 F =AB=BA. [

Definition 4.29

Sei X ein endlichdimensionaler IK —Vektorraum und seien ®x, @, Basen in X. Die
Matrizdarstellung der Identitdt bzgl. der Basis ®x im Definitionsbereich und @'y im

Wertebereich heifit Ubergangsmatrix von ®x nach ®. 5

Beispiel 4.30
Sei X := IR? L := idx. Wihle als Basis in X {(1,0),(0,1)} bzw. {(2,0),(1,1)}. Wegen

L((1,0)) =1/2-(1,0), L((0,1)) =1/2-(2,0) +1-(1,1),

Ao ( 1/2 —1/2 ).

folgt

0 1

Satz 4.31

Seien X,Y endlichdimensionale IK—Vektorrdume und sei L : X — Y eine IK -
lineare Abbildung. Seien ®x, ®'y Basen in X und seien @y, P\ Basen inY . Ist dann
A die Matrizdarstellung von L bzgl. der Basen ®x,®y in X bzw. Y, dann gibt es
invertierbare Matrizen T, S, sodaf

A :=TAS™! (4.6)

die Matrizdarstellung von L bzgl. der Basen @y, @y in X bzw. Y ist.

Beweis:
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Betrachte die Sequenz
(X0} 5 (X, 0x) 5 {V0y} 5 (Y20}

wobei vermerkt ist, welche Basis jeweils gewéhlt ist. Nach Folgerung 4.28 gibt es inver-
tierbare Matrizen S, T die

(X, ®x} 25 (X, @) bzw. {Y, 0y} 225 (Y, ®})

darstellen. Daraus lesen wir mit Satz 4.24 unter Verwendung von Folgerung 4.28 ab, dafl
T AS~! die Abbildung

(X, 24} = {v.2}}
darstellt. n

Bemerkung 4.32

Die Darstellung A" = TA S~ und nicht A" = T A S mit einer invertierbaren Matrix S ist
Konvention. Sie ist allerdings durch die Sequenz im Beweis zu Satz 4.31 nahegelegt, denn
S ist die Ubergangsmatrix von ®x nach @, und T ist die Ubergangsmatrix von ®y nach
DY . 0

Bemerkung 4.33
Liegt ein Endomorphismus vor, so lautet (4.6)
A=8SAS5",
falls man in Satz 4.31 mit X =Y die Gleichheit ®x = &y, &y = @}, hat. O

Bemerkung 4.34

Jede Matrix A € IK™" kommt als Matrixdarstellung einer linearen Abbildung vor. Man

hat dazu nur die lineare Abbildung L = T4 : IK™' 3 a —— Aa € IK™ und ihre

Matrixdarstellung beziiglich der Standardbasis zu betrachten. Dann gilt offenbar A = Aj.
O

Definition 4.35
Sei A € IK™" und sei dazu Ty : IK™ a > +— Aac IK™! .

(a) Bild(A) := Bild(T4), rg(A) :=1rg(Ta).

(b) Kern(A) := Kern(Ta), def(A) := def (Ta) .

(c) rg,(A) := Mazimale Anzahl linear unabhingiger Spalten in A.
(d) rg9,(A) := Mazimale Anzahl linear unabhdngiger Zeilen in A.

rg(A) heifst Rang von A, rg,(A) heifst Spaltenrang von A und rg,(A) heifit Zei-

lenrang von A. .
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Niitzlich im Zusammenhang mit Spalten— und Zeilenrang ist die Einfithrung der trans-
ponierten Matrix. In der Theorie der Linearformen und der euklidischen Vektorrdume
bekommt diese Begriffsbildung eine tiefere Bedeutung.

Definition 4.36

Sei A = (aij),_y(4 € IK™" . Die Matrix

ym,j=1(1)n
Al = (aji)jzz(z)n,izz(z)m € K™

heifit die zu A transponierte Matrix. -

Sofort klar ist fiir A € IK™"™ neben der Tatsache, daf§ stets
rg(A) < min{m,n}, rg,(4) <n, rg.(A) <m,
gilt, auch
1g,(A) = 19.(A"), 19.(A) = rg,(A"). (4.7)

Lemma 4.37

Ser A € IK"™"™. Dann gilt:

(a) r9,(A) = r9(A).

(b) rg,(A) =rg,(TAS), r9,(A) =19,(T'AS), falls T € IK™™ S € IK™" inver-
tierbar sind.

Beweis:
Zu (a).
Da rg(A) = dim Bild(A) gilt und die Spalten von A ein Erzeugendensystem von Bild(A)
sind, ist die Behauptung klar.
Zu (b).
Klar ist, daf§ def (AS) = def (A) gilt, da S invertierbar ist. Also ist rg(AS) = rg(A) nach
der Dimensionsformel. Daraus folgt mit (a) nun rg,(A) = rg,(AS). Entsprechend beweist
man rg,(A) = rg,(T'A). Also

rg5(A) = 19,(T'A) = rg,(T'AS).
Schliefflich haben wir
rg.(A) = rg,(A") = rg,(S'A'T") = rg,(TAS)") = rg.(T AS).
Beachte, dafl mit 7', S auch T%, S* invertierbar sind. [

Bevor wir zum Beweis des Hauptergebnisses dieses Abschnitts (“Spaltenrang = Zeilen-
rang“) kommen, benétigen wir noch eine “Normalform* einer Darstellung von IK-linearen

Abbildungen.
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Lemma 4.38

Seien X,Y endlichdimensionale IK—Vektorrdume und sei L : X — Y eine IK -
lineare Abbildung. Dann gibt es Basen ®x, Py in X bzw. Y, sodafl die Matrizdar-
stellung von L bzgl. dieser Basen folgende Form hat:

A—(% g). (4.8)

Dabei ist E, eine Einheitsmatriz in IK™" und r ist der Rang von A und L.

Beweis:
Wir wissen: 7 := rg(L) = dim Bild(L).
Sei @y = {y',...,9y", 4", ... ,y"} eine Basis von Y, wobei {y!,... 3"} eine Basis von

Bild (L) ist.
Wir wissen wegen
def(L) + rg(L) = dimp X =:n,

da8 dimpy Kern(L) = n — r ist. Sei {z"1,... 2"} eine Basis von Kern(L). Sei W ein
direkter Summand von Kern(L), also X = Kern(L) @ W . Dann ist r = dim W und
T := Ly ist ein Isomorphismus von W nach Bild(L). Seien z* := T '(y"), 1 <i <r.

Dann ist ®x := {z',... 2", 2" ... 2"} also eine Basis von X, wobei {z"*! ... 2"} eine
Basis von Kern(L) ist und L(z%) = y*, i = 1(1)r, gilt.

Bzgl. dieser Basis hat L offenbar eine Darstellung in der gewiinschten Form. [
Satz 4.39

Sei A € IK™" . Es gilt:
rg(A) = rg,(A) = r9,(A).
Beweis:
Seir :=rg(A) und sei L :=Ty : IK™ > a > Aac IK™'. Aist die Matrixdarstellung
von L bzgl. der Standardbasis in IK™' und IK™' . Nach Lemma 4.38 gibt es Basen in
X = K™Y := IK™*, sodaB L bzgl. dieser Basen eine Matrixdarstellung

(5 )
hat. Nun liest man ab:
rg(L) = rg(A) = rg,(A') = rg,(A") = r.
Nach Satz 4.31 gibt es invertierbare Matrizen T, .S derart, daf3
A=TAS™! (4.9)

ist. Da aber A’ und A nach Lemma 4.37 gleichen Spalten— und Zeilenrang besitzen, ist
der Satz bewiesen. n
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Folgerung 4.40
Sei A € IK™" . Dann ist rg(A) = rg(A").

Beweis:
Folgt aus der Tatsache, da§ rg(A*) = rg,(A") = rg,(A) = rg(A). n

Die Aussage aus Satz 4.31 kann man als Aquivalenzrelation begreifen, denn in der Tat
wird auf IK"™"™ durch

A ~ B : <= Es existieren invertierbare Matrizen T, S mit A = TBS™!
eine Aquivalenzrelation definiert. Dies halten wir fest in

Definition 4.41
Zwei Matrizen A, B € IK™"™ heiflen &quivalent — wir schreiben dafiir “~“ — genau
dann, wenn es invertierbare Matrizen T € IK™™ und S € IK™" gibt mit A =

-1
TBS—. O

Nun kann ein Hauptergebnis dieses Abschnitts bewiesen werden.

Satz 4.42
Seien A, B € IK™" . Dann sind dquivalent:

(a) A~ B.

(b) r9(A) = r9(B).

(c) A,Bw(% 8>fiiremr€ﬂ\70.

Beweis:

Zu (a) = (b). Siehe Lemma 4.37 mit Satz 4.39.

Zu (b) = (c). Nach Lemma 4.38 und Satz 4.31 sind A, B dquivalent zu ( gr 8 ) .
Zu (¢) = (a). Aus der Transitivitdt von “~* folgt A ~ B. |
Der Satz 4.42 besagt, dal der Rang eine Invariante (Unverénderliche) von Matrizen bzgl.
der Aquivalenz ist. Fiir jede Aquivalenzklasse haben wir eine Normalform wie in (4.8)
angegeben. Die Bemerkung 4.33 fiihrt uns bei quadratischen Matrizen zu einer weiteren
Aquivalenzrelation, ndmlich zu der der Ahnlichkeit.

Definition 4.43
Zwei Matrizen A, B € IK™" heiffen ahnlich genau dann, wenn es eine invertierbare

Matriz T € IK™™ gibt mit A= TBT L. .

Das Klassifikationsproblem, d.h. die Charakterisierung der Aquivalenzklassen bzgl. Ahn-
lichkeit durch eine Invariante ist schwieriger als bei der Aquivalenz. Wir kommen spéter
zu diesem Problem zuriick.
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4.4 Lineare Gleichungssysteme

Wir kommen nun zu den Gleichungssystemen zuriick und schreiben die Ergebnisse mit
den nun schon entwickelten Begriffen auf.
Betrachte das Gleichungssystem

Ax =1 (4.10)

mit A € IK™" b e IK™!
Wendet man das Gaufische Eliminationsverfahren an, kann man aus der Endform

(29)(2)-(3)

wobei B € IK"" eine reguldre Matrix von oberer Dreiecksgestalt ist, ablesen:

r—rg(B)—rg(BC)—rg«g g))

Da sich durch elementare Umformungen Spalten— und Zeilenrang nicht veréndern, ist also
r=rg(A).

Damit ist erkannt, dafl mit dem Gaufischen Eliminationsverfahren die Invariante r = rg(A)
berechnet werden kann. Es ist nun auch klar, daf§ diese Zahl » vom Verfahren nicht abhéngt
(siche Bemerkung 2.15).

Satz 2.8 aus Kapitel 2 bekommt nun folgende Fassung:

Satz 4.44
(a) Ist das System (4.10) homogen, so hat es die triviale Losung x = 6.

(b) Ly :={x € IK™ |Az = 0} = Kern(A) ist ein linearer Unterraum mit Dimen-
sion def (A).

(c) Das System (4.10) ist losbar genau dann, wenn rg(A) = rg(A|b) gilt.

(d) Das System (4.10) ist eindeutig l6sbar genau dann, wenn rg(A) = rg(A|b) =n
gilt.

(e) Das System (4.10) ist losbar fiir alle b € IK™" genau dann, wenn rg(A) =m
gilt.

(f) Ist das System (4.10) losbar, dann ist die Losungsmenge
Ly = {z € IK™" |Az = b}

gegeben durch
Ly, =z + Kern(A),
wobei T (irgendeine) spezielle Losung von (4.10) ist.

Beweis:
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Zu (a). Trivial.
Zu (b). Folgerung 4.4 und Definition von Kern(A).
Zu (c). Aus der Endform des Gaufischen Eliminationsverfahrens

(65) (%)= (i)
e 6 To d
lesen wir ab, daf bei Losbarkeit (d = 6 !)
r=r19(BClc) = rg(Alb) = rg(A) = rg(BC) = rg(B) =r
gilt. Also folgt bei Losbarkeit
r=rg(Alb) = rg(A).

Ist rg(A|b) = rg(A), dann ist b Linearkombination der Spaltenvektoren von A, also
b € Bild(A) und Losbarkeit liegt vor.
Zu (d). Aus der Dimensionsformel (siehe (4.2)) folgt

n=rg(A) < def(A) =0, d.h.n=rg(A) < Kern(A) = {6},

was unter Beriicksichtigung von (¢) nur noch zu zeigen war.

Zu (e). Klar, denn m = rg(A) <= Bild(A) = IK™" .

Zu (f). Siehe (b) und Satz 2.8. |
Als erster hat mit Rangargumenten wohl J. Sylvester (1814 — 1897) gearbeitet. Der Begriff “Rang*

wird von F.G. Frobenius (1849 — 1917) eingefiihrt. Die Bedingung (c) in Satz 4.44 wurde im Jahr
1875/1876 von G. Fontené, G. Rouché, F.G. Frobenius gefunden.

Die nun bereitstehenden Ergebnisse gestatten es, den Identitétssatz fiir Polynome zu
beweisen.

Satz 4.45
Sei IK ein Korper mit # IK = co. Dann sind P, IK [z] isomorph.

Beweis:

Wir definieren die Abbildung
H:IK[zx|>p — H(p) € Px

durch . .
H(p)(z):=> aiz', z€ IK, fallsp=> aza’ € IK|z].
=0 =0
Offenbar ist H linear und surjektiv.
Sei p = i a;z' € Kern(H), d.h. H(p)(z) = 0 fiir alle 2 € IK . Zu zeigen ist ag = ... =
a, = 0. 0
Wiéhle zg,...,2z, € IK mit #{z0,...,2,} = n + 1. Dies ist wegen # IK = oo moglich.

Dann gilt also
Azoy...,2zn)a =10,
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wobei
1 z9 28 -+ 28 a
0 20 0 0
1 Z1 212 Zln aiy
1,n+1 1,1
A(zoy .. oy2n) = | . . € KMt g = € K"
1 2z, 22 -+ 2z a
n n n n

ist. Dieses Gleichungssystem besitzt nur die triviale Losung, da wir zeigen kénnen:
rg(A(zo,...,2n)) =n+1.

Der Beweis dazu geht so:

Wir wenden elementare Umformungen auf A(z, ..., 2,) an. Fir k = (n+1)(—1)1 subtra-
hiere das 2o — fache der (k — 1)—ten Spalte von der k-ten Spalte. Dies ergibt eine Matrix
A’, die e! als erste Zeile und

(1, 2i — 20, 27 — 2024, - - -, 28 — 2028 ")
als i—te (i > 1) Zeile hat. Dann ist
rg(A(zo, - 2n)) = 19.(A(20, ..., 2n)) = 19.(A") =rgs(A") =1+ rgs(B) =1+ rg(B),

wobei

A’—(ll) g) mit b € K™

ist. Der Rang éindert sich nicht, wenn wir die i—te Zeile von B mit (z;—2¢) ' multiplizieren;
1 < ¢ < n.Dann entsteht aus B die Matrix A(zy,...,2,) € IK™" . Induktiv erhalten wir
also

rg(A(zo, ..., 2n)) = 1+71g9(A(z1,...,2,)) =n+ 1.

Wir koénnen aus Beispiel 3.38 ableiten, dafl der Identitéitssatz in endlichen Koérpern nicht
gilt.

4.5 Die allgemeine lineare Gruppe

Definition 4.46

Die Menge
GL,(IK) :={A € IK™" | A invertierbar}

heifit die allgemeine lineare Gruppe (general linear group).

Die Definition unterstellt, da§ GL,,(IK) eine Gruppe ist. Welche Verkniipfung ist gemeint?
Die Addition von Matrizen kann nicht gemeint sein, denn G L,,(IK) ist nicht abgeschlossen
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bzgl. der Addition (Beachte A + (—A) = O fiir alle A € IK™"). Die Multiplikation ist
gemeint!

Satz 4.47

GL,(IK) ist eine Gruppe bzgl. der Matrizmultiplikation; Einselement ist die Ein-
heitsmatriz E.

Beweis:

Wir haben in Folgerung 4.27 schon notiert: (AB)™ = B~'A~1. Also ist GL,(IK) abge-

schlossen bzgl. der Multiplikation. Alle anderen Bedingungen sind einfach zu verifizieren.
|

Beispiel 4.48

Sei A= (aij)i—s(1yn j—1(1yn € IK™" . A gehdrt zu GLy (IK),
e falls A reguldre Matrix von oberer Dreiecksgestalt ist;
e falls A = B* und B regulire Matrix von oberer Dreiecksgestalt ist;

o falls n =2 und A := aj1a92 — ajsa9; # 0 ist, denn:

Wir wissen aus Abschnitt 2.1, dafl bei A # 0 das Gleichungssystem
Az =0
eindeutig fiir alle b € IK*" 16sbar ist. Also ist Kern(A) = {#} und A ist in GLy(IK).

||
Betrachte die Elementarmatrizen

Ey = (6ikél]‘)i:1(1)r7j:1(1)r ceIK" 1<kl<r,
und damit die Gau3matrizen
Ey(a) =FE+aEu,1<kil<r,aclK .
Man sieht:

e Multiplikation einer Matrix A € IK™" von links mit Ey(a) € IK™™ bedeutet, das
a—fache der [-ten Zeile von A zur k—ten Zeile von A zu addieren.

e Multiplikation einer Matrix A € IK™" von rechts mit Ey(a) € IK™" bedeutet, das
a—fache der k—ten Spalte von A zur [-ten Spalte von A zu addieren.

Damit sind die elementaren Zeilenumformungen als Matrixmultiplikation beschrieben.
Zeilen— und Spaltenvertauschungen lassen sich ebenfalls als Matrixmultiplikation verste-
hen: Seien

Pg=FE+Ey+Ey—Eu—FEy, 1<kIl<r.

Es gilt:
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e Multiplikation einer Matrix A € IK""™ von links mit P; € IK™™ bedeutet, die [-te
Zeile von A mit der k—ten Zeile von A zu vertauschen.

e Multiplikation einer Matrix A € IK"™" von rechts mit P; € IK™" bedeutet, die k—te
Spalte von A mit der [-ten Spalte von A zu vertauschen.

Damit sind alle elementaren Umformungen, die das Gaufische Eliminationsverfahren aus-
machen, durch Matrixmultiplikation unter Verwendung der Matrizen Ejy(a), Py, 1 <
k,l <r, 6 k+#1, beschrieben.

Es gilt:

° Ekl(a)Ekl(b) = Ekl(a—l—b), 1 < k},l < T, k 7£ l.
° Ekl(a) < GLT(H() und Ekl(a)_l = Ekl(—a), 1< k},l <r, k 7é l.
e P, eGL,(IK), Pj' =Py, 1<kJI<r.

Da also die bei elementaren Umformungen benétigten Ey(a), Py invertierbar sind, sehen
wir erneut, dafl elementare Umformungen der Rang einer Matrix nicht verdndern.

(55)(2)-(:)

die Endform des Gaufischen Eliminationsverfahrens, angewendet auf das Gleichungssy-
stem (4.10), so konnen wir die Rechenschritte als Berechnungsverfahren fiir eine LU-
Zerlegung einer permutierten Matrix interpretieren. Die Matrix

(55)

(U%HQHMHHQ—<B C) (4.11)

ensteht namlich als

e 6
wobei G4, ...,Gs Gaulmatrizen und P, ..., Ps, I, ..., II; Permutations— oder Einheits-
matrizen sind.
Definition 4.49
Sei A € IK™"™. Dann heifit A = LU eine LU-Zerlegung von A, wenn U, L' Ma-

trizen von oberer Dreiecksgestalt sind. -

Aus (4.11) liest man die LU-Zerlegung von A ab, falls keine Zeilen— und Spaltenvertau-
schungen benotigt werden:

A—LUmﬁL—@y~&YﬂU—<g g).

Man sieht sofort, dal in der Tat eine LU—Zerlegung vorliegt.
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Das vorliegende Gleichungssystem (4.10)
Az =b, dh. LUz =0b,
148t sich dann zweistufig durch Vorwérts— und Riickwértssubstitution 16sen:
Ly=0b,Ux=1y,

In der numerischen Mathematik beschéftigt man sich mit Stabilitédts— und Speicherfragen.
Soviel sei hier gesagt: U bendtigt die obere Hélfte einer n x n — Matrix, die untere Hélfte
ohne Diagonale kann L aufnehmen, da wir sowieso wissen, dafl in der Diagonalen von L
lauter Einsen stehen (Beweis!).

4.6 Linearformen und Dualraum

Definition 4.50

Sei X ein IK —Vektorraum.

Der IK -Vektorraum X' := Hom (X, IK) :={L: X — IK|L IK —linear} heifit
(algebraischer) Dualraum von X. Jedes Element A € X' heifit eine Linearform
oder lineares Funktional auf X.

O
Beispiel 4.51
Sei IK ein Korper. Die Abbildung
O s IK[z) 5 p=> aix’ — Y aith € IK (to € IK)
=0 =0
ist eine Linearform auf IK[z], d.h. &, € IK|[x]". O

Sei X ein IK—Vektorraum.
Die Anwendung eines Elements A € X’ auf ein Element € X schreiben wir allgemeiner
Gewohnheit folgend anders wie wir es bei (gewohnlichen) Abbildungen sonst tun:

<Az >:= Mz).
Wir haben damit eine Abbildung
<> X'xX>5(\x) —<\z>€elK,

die in beiden Argumenten offenbar IK-linear ist. Wir nennen diese Abbildung die kano-
nische Paarabbildung.
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Satz 4.52
Sei X ein IK —Vektorraum. Dann gilt:

(a) X' ist ein IK —Vektorraum.
(b) Hat X Dimension n, dann hat X' ebenfalls Dimension n.

(c) Ist &x := {x',... 2"} eine Basis in X, dann hat X' eine Basis
(I)X/ = {)\1,...,)\”} C X" mit

<MN,2! >=6;,14,5=11)n. (4.12)

Diese Basis ®x ist durch die Eigenschaft /.12 eindeutig bestimmit.

Beweis:

(a) ist ein Spezialfall: Homg(X,Y) ist ein Vektorraum, falls X, Y Vektorrdume sind.
Zu (b). Wird unter (¢) mitbewiesen.

Zu (c).

Wir schreiben X’ als Projektion auf die i-te Koordinate von x bzgl. der Basis ®x, d.h.

)\i:Xax:Zajxj — a; € IK ;i€ {1,...,n}.

j=1

Diese Elemente \* sind wohldefiniert, da die Darstellung eines Elements x € X durch die
Basis eindeutig ist. Sie sind offenbar auch IK-linear. Die Eigenschaft (4.12) ist offensicht-
lich. Bleibt zu zeigen, da§ {\!,... A"} eine Basis von X’ darstellt.
Sei .
A=) biN =0.

i=1

Dann gilt wegen (4.12) A
0=< )2 >= bj, 7= 1(1)7?,

Dies zeigt, da8 ®x/ := {\!,..., A"} linear unabhéngig ist.
Sei A € X'. Dann gilt fiir alle z = Enj a;z? € X wegen (4.12)
i=1

n n n
<Az>=)a; <A\ >=) <N,z >< Al >=<) <N/ >N,z > .
=1 =1 =1

Dies zeigt, daB A = 3. < A,z > M € L(®x/) ist. Also ist Py auch ein Erzeugendensy-
j=1

stem von X’ ist. Damit ist ®x+ eine Basis in X’.

Zur Eindeutigkeit: Ist Uy, := {pu',..., u"} eine weitere Basis mit der Eigenschaft 4.12,

dann gilt fir i € {1,...,n} < XN —pf, 27 >= 0,1 < j < n. Daraus folgt offenbar

< XN — i,z >=0 fiir alle z € X. Also \! = pif . u
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Definition 4.53

Sei X ein IK—Vektorraum und sei ®x := {z',... 2"} eine Basis in X. Dann heifit
eine Basis ®x/ = {\',... . \"} C X' mit

<Al >=6;, 4,5 =1(1)n,

die duale Basis zu ®x.

Folgerung 4.54

Sei X ein endlichdimensionaler IK—Vektorraum. Dann gibt es zu jedem x € X\{6}
ein A € X'\{0} mit
<Az >#0. (4.13)
Beweis:
Wihle eine Basis ®x = {z',...,2"} in X und dazu eine duale Basis ®x: = {\!,... \"}
in X’. Da fiir z = i a;x’
j=1
aj =<XN,z>,j=11)n,
gilt, gibt es zu z € X\{#} ein j mit < M,z >+# 0. u

Beispiel 4.55

Wiihle in X := IK™' die Standardbasis e',...,e" und Kx die zugehorige Koordinaten-
abbildung. Jede Linearform X’ 3 ' : IK™' 3 a > kx(a); € IK aus der dualen Basis
konnen wir somit so hinschreiben:
< Ma>=(¢))"

Also kénnen wir den Dualraum X’ von X := IK™' gleichsetzen mit IK™', wenn wir
< -,- > noch erkldren durch < \,a >:= Ma, \,a € IK™' .

Verzichten wir auch noch auf die “Feinheit* IK™! statt IK™ zu schreiben, kénnen wir den
Dualraum X’ von X := IK" gleichsetzen mit IK", wenn wir < -,- > durch < \,a >:=

n
> A\a; erkléren. O
i=1

Bemerkung 4.56

Ist X ein n—dimensionaler IK—Vektorraum, dann wissen wir nun, dafl auch X’ ein n—
dimensionaler IK—Vektorraum ist. Beide Rdume sind dann isomorph zu IK™ . Dies nutzen
Wwir so:

Sei {x!,...,2"} eine Basis in X und sei {\!,...,\"} eine duale Basis in X’. Mit den



Baumeister: Lineare Algebra I / Stand: August 1996 105

Koordinatenabbildungen kxy : X — IK" kyx, : X’ —— IK" erhalten wir nun fiir
reX xeX:

<Ahz> = Y <Az'>< N,z >
i=1
= > ko (Nikx(2);
i=1
= k}X/()\)t k}X (LIZ') .
Auf diese Weise kénnen wir dann eine Gleichung
<ANrx>=bMNeX zeX,belK)

mit einer Gleichung
addx=b (a€IK", z € IK")

identifizieren; siehe Beispiel 4.55. Damit ist die Briicke zu den Gleichungssystemen ge-
schlagen. 0

Satz 4.57
Sei X ein IK —Vektorraum. Dann gilt:

(a) Fiir jedes x € X ist die Abbildung
g X' 29X — g.(N) =<\ x>€lK

ein Element von (X')".
(b) Die Abbildung
jx : X2z — g, € (X
ist injektiv und ein Element von Homk (X, (X')').

Beweis:
Zu (a): Trivial.
Zu (b): Fiir alle z,y € X, a,b € IK gilt

Jx(az +by)(A) =< Nax+by >=a < \z>—+b< \y> fiiralle A € X',

d.h. jx(ax+by) = ajx(z) +bjx(y) . Damit ist die Linearitét von jx klar. Die Injektivitét
folgt aus Folgerung 4.54. ]

Definition 4.58

Sei X ein IK—-Vektorraum. Der IK —Vektorraum (X')" heiffit Bidualraum zu X und

wir schreiben dafir X". .
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Folgerung 4.59

Sei X ein endlichdimensionaler IK —Vektorraum. Dann ist der Bidualraum X" iso-
morph zu X.

Beweis:
Folgt aus Satz 4.52 unter Beachtung von Bemerkung 4.56 [

Definition 4.60
Sei X ein IK —Vektorraum und sei U C X ein linearer Teilraum. Dann heifst

U :={ e X'|<X\u>=0 firaleue U}

der Annihilator von U.

O
Satz 4.61
Sei X ein IK —Vektorraum und sei U C X ein linearer Teilraum. Dann gilt:

(a) U® ist ein linearer Teilraum von X'.

(b) Ist dimk X < oo, dann ist dimpg U + dimg U® = dimg X .
Beweis:
Zu (a).
Folgt entweder durch direktes Nachrechnen oder mit Hilfe von Folgerung 4.4.
Zu (b).
Wihle eine Basis {x!,..., 2"} von U und ergénze diese zu einer Basis ®x = {z!,... 2"} in

X. Wihle dazu eine duale Basis ®x: = {\!},... A"} in X’. Wir zeigen, da§ {\"*! ... A"}
eine Basis von U? ist.

Da {\"™1 ... A"} sicherlich linear unabhiingig ist, ist nur zu zeigen, da§ {\"*! ... A"}
ein Erzeugendensystem von U? ist.

Sei A € U% Da {\,..., \"} eine Basis in X" ist, gibt es (b1, ...,b,) € IK™ mit A = i b\t .
i=1

Wegen 0 =< A\, 27 >=b;, j = 1(1)r, folgt A = S BN, also A € LN ..0A"}) . =
i=r+1
Folgerung 4.62

Sei X ein endlichdimensionaler IK—Vektorraum und sei U C X ein linearer Teil-
raum. Dann ist jjy (siehe Folgerung 4.59) ein Isomorphismus von U auf

(UM :={pe X" <u,A>=0 fir alle \ € U} .

Beweis:
Sei jx : X — X" der Isomorphismus gemif Folgerung 4.59 und sei W := j* ((U?)).
Sei v € U. Dann ist

< Jx(u), A >=< A\ju >=0 fiir alle A € U*,
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also jx(u) € (U*)?, d.h. uw € W. Damit wissen wir, da§ U C W gilt. Aus
dlmﬂ( U -+ dlmﬂ( U* = dlleX = dlmﬂ( X/ = dlmﬂ( U -+ dimﬂ((U“)a,

(siehe 4.61) folgt dimpy U = dimg (U*)* = dimg W, also U = W. |

Folgerung 4.63

Sei X ein endlichdimensionaler IK —Vektorraum, z° € X und sei U ein linearer

Teilraum von X. Sei | := dimgk U® und sei \',...,\' € X' eine Basis von U®.
Damit sind fiir x € X dquivalent sind:

(a) <X x >=< X 2°> i=1(1)].

(b)) €+ U.

Beweis:
Es gilt offenbar fiir x € X :

r—2'clU +— <jx@—2",\N>=0,i=1(1),
— <XNz-—2">=0,i=1(1)l.

Definition 4.64

Fine Teilmenge A von X heifit affiner Teilraum (der Dimension r), wenn es
2% € X und einen linearen Teilraum (der Dimension r) gibt mit A = 2° + U.

Nun ist wegen Folgerung 4.63 klar, daf§ jeder affine Teilraum als Losungsraum eines linea-
ren Gleichungssystem auftritt; die Umkehrung kennen wir schon aus Satz 4.44. Beachte
hierzu Bemerkung 4.56. Mehr noch, wir kénnen nun ganz einfach den noch ausstehenden
Beweis von Satz 2.22 fithren. Dieser Satz iiber Ebenen lautet:

Satz 4.65
Sei IK ein Korper und sei £ C IK®,E # 0. Dann sind dquivalent:
(a) & ist Ebene.
(b) Es gibt a € IK®,a # 0, und b € IK mit

& = {(z1,22,23) € IK® |a121 + asw2 + aszs = b} .

Beweis:
Zu (a) = (b).
Ist £ eine Ebene, dann ist £ ein affiner Teilraum der Dimension 2, da der Richtungsraum
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nach Definition zweidimensional ist. Also haben wir £ = 2° 4 U, wobei U ein zweidimen-
sionaler Teilraum von IK?® ist. Aus Folgerung 4.63 folgt die Existenz von A € IK*\{6}
mit < \,z >=< \, 2% > fiir alle z € £. Aus Bemerkung 4.56 folgt dann b).

Zu (b) = (a).

Sei a := (a1,a9,a3) € IK"" und sei V := L({a}),U := {u € IK*'|a'u = 0}. Nun ist
dimy V =1,U = V¢ dimgk U = 2 und = € € genau dann, wenn a’(z — 2°) = 0 gilt. Also
ist # € £ genau dann, wenn z € z° + U gilt (beachte Bemerkung 4.56). Daher ist £ ein
zweidimensionaler affiner Raum und damit eine Ebene. [

Definition 4.66
Sei X ein IK —Vektorraum. Sei A € X'\{0} und sei b € IK . Dann heifit

HA,b = {$€X| <)\,£13' >= b}

eine Hyperebene.

Bemerkung 4.67

Die Folgerung 4.54 besagt, dal der Punkt z° # 6 nicht auf der Hyperebene H) g liegt.
Im Kapitel 9 (Konvexitdt) gehen wir genauer auf die Diskussion von Hyperebenen ein.
Erwéhnt sei hier aber noch, dafl die Existenz von Linearformen mit der Eigenschaft aus
Folgerung 4.54 in unendlichdimensionalen Raumen keine Trivialitit ist. Hierzu liefert der
Satz von Hahn-Banach, einer der drei Hauptsétze der Funktionalanalysis, Ergebnisse. Die
geometrische Fassung dieses Satzes hat mit trennenden Eigenschaften von Hyperebenen zu
tun. (Die “Ebene*“ IK" wird durch eine Hyperebene H) , aufgespalten in zwei Halbraume.)

O
Daf} folgende Definition sinnvoll ist, belegt das nachfolgende Lemma.
Definition 4.68
Seien X, Y IK—Vektorraume und sei L : X — Y IK-linear. Die Abbildung
L':Y'spvr— L'(p) e X mit <L'(u),r>=<pLx)>,zeX,
heifit die (zu L) adjungierte Abbildung. .

Lemma 4.69

Seien X,Y ein IK —Vektorriume und sei L : X — Y IK -linear. Dann ist L' eine
wohldefinierte IK —lineare Abbildung.

Beweis:
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Ist die Wohldefiniertheit gezeigt, ist alles klar, denn die Linearitét ist offensichtlich.
Sei p € Y'. Dann wird durch

Xoz —<pLx)>eclK
offenbar eine IK—lineare Abbildung definiert. Also gibt es A € X' mit
<p, L(z) >=<Nz>,zeX.
Ist X' € X' eine weitere Linearform mit
< L(z) >=< XN,z >,z X,

dann ist < A— X,z >=0 fiir alle x € X, also A\— X = 6. Die Setzung L’(u) := X ist also
sinnvoll. [

Satz 4.70
Seien X,Y endlichdimensionale IK—Vektorrdume, seien ®x, Py Basen in X bzw.
Y und seien ®x., @y die zugehorigen dualen Basen in X' bzw. Y'. Ist dann

die Matrixdarstellung der IK —linearen Abbildung L : X — Y bzgl. x, Py, dann

18t

Al = (CLJ‘Z‘) c IK™™

j=1(1)n,i=1(1)m
die Matrizdarstellung von L' : Y — X' bzgl. ®x/, Py.

Beweis:
Seien ®x = {z',... 2"}, Dy = {y},...,y"}, Dx = {A\, .. N}, Dy = {pb, .. M)
Wir wissen:

L(xj) = Zasjys, j=11)n.
s=1

Fiir ¢ = 1(1)m folgt nun
L) = Y <L) >N
=1

= > <y, L@)>N
j=1

= > O ag <p iy >N

=1 s=1
m .

= > ayN
=1

Daraus liest man nun die Spalten der Matrixdarstellung von L’ in der behaupteten Form
ab. [

Den Inhalt dieses Kapitels kénnen wir nun ziemlich gut durch ein Diagramm wiedergeben.
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Seien X, Y IK—Vektorraume mit dimy X =n, dimgx Y =m.

Seien ®x, Py Basen in X bzw. Y und seien @'y, ®}. duale Basen in X’ bzw.
Y’

Sei L: X — Y IK-linear und sei A die Matrixdarstellung bzgl. der gewéhl-
ten Basen.

Damit haben wir:

X L, Y X' L Y
k;Xl ky o L= Aoky lky k;X/l ki o I = A o ky lky/
H(n,l i> H(m,l H(n,l <i H(m,l

4.7 Fredholm—Alternative *

Abschliefend nochmal ein Blick auf die linearen Gleichungssysteme. Eine Charakterisie-
rung der Losbarkeit eines Gleichungssystems ist auch unter Zuhilfenahme der adjungierten
Abbildung moglich. Dazu eine Vorbereitung.

Lemma 4.71
Sei X ein endlichdimensionaler IK —Vektorraum. und sei L : X — Y linear.
Dann gilt:
(a) Kern(L') = Bild(L)".

(b) Bild(L') = Kern(L)".

Beweis:

Sei A € Y/ mit L'(y) = 6. Dann ist < A\, L(z) >=< L'(A\),z >= 0 fiir alle z € X. Also ist
A € Bild(L)*. Die Umkehrung ist daraus auch ablesbar. Damit ist (a) gezeigt, (b) beweist
man entsprechend. [ |

Als Verallgemeinerung von Lemma 4.40 haben wir

Folgerung 4.72

Seien X,Y endlichdimensionale IK—Vektorrdume, sei L : X — Y linear. Dann
gilt rg(L) = rg(L').
Beweis:
rg(L') = dim Bild(L') = dim Kern(L)* = dim X — dim Kern(L) = dim Bild(L) = rg(L).
|

Der folgende Satz wird als Fredholm—Alternative (in endlichdimensionalen Rdumen)
bezeichnet.
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Satz 4.73

Seien X, Y endlichdimensionale IK —Vektorraume, sei L : X — Y linear. Betrach-
te die folgenden vier Gleichungen:

(1) L(z) =y (3) L(z) =6
(2) DN =p (4) () =0
Damit gilt:

Entweder sind beide Gleichungen (1), (2) losbar fir alle A, pu, und in diesem Falle
sind sie eindeutig losbar, oder die Gleichungen (3),(4) haben diesselbe Anzahl von
linear unabhdngigen Losungen x',... xt und N\, ... )\, und in diesem Falle ist (1)
(bzw. (2)) losbar genau dann, wenn < Ay >=--- =< A\ y >=0 (bzw. < p,z* >=
=<yt >=0) gilt.

Beweis:

Losbarkeit von (1), (2) fir alle A\, u bedeutet, da8 Bild(L) = Y, Bild(L') = X', d.h. daf§
Kern(L")* =Y, Kern(L')* = X' ist; also Kern(L') = {6}, Kern(L) = {6}.

Ist Kern(L) # {0}, dann ist dim Kern(L') = dim Kern(L') und y € Bild(L) genau dann,
wenn y € Kern(L')® ist, d.h. wenn < A,y >= ... =< A,y >= 0 gilt. Entsprechend
erhiilt man u € Bild(L') genau dann, wenn < p, 2! >= ... =< p,z! >= 0 gilt. |

Im Abschnitt iiber Euklidische Vektorrdume werden wir auf obigen Satz zuriickkommen.

Die Fredholm—Alternative (Fredholm, I., 1866 — 1927, Schwede) in unendlichdimensionalen Réiu-
men ist von iiberragender Bedeutung in der Theorie der linearen Integralgleichungen. Die lineare
Abbildung kommt hier als kompakte Stérung der Identitit daher. Der besondere Wert liegt darin,
dafl aus der Injektivitit einer Abbildung (Eindeutigkeit) auf Surjektivitidt (Existenz) geschlossen
werden kann. Mit Integralgleichungen kénnen u.a. Randwertaufgaben dquivalent beschrieben wer-
den.



Kapitel 5

Eigenwerte und Eigenvektoren

Wir studieren hier die linearen Teilraume eines Raumes X, auf denen eine lineare Abbil-
dung L : X — X besonders einfach operiert. Von besonderer Bedeutung ist dabei auch
der zugehorige Skalarkorper. Mit dem Skalarkérper €' konnen alle wesentlichen Fragen
abschliefend diskutiert werden, am Ende des Kapitels diskutieren wir auch den Fall des
Skalarkorpers IR . Stets setzen wir voraus, dafl kein endlicher Skalarkorper IK vorliegt.
Dann kénnen P und IK[z] gleichberechtigt verwendet werden.

5.1 Definition

Vor einem hinfithrenden Resultat noch eine Bezeichnung:
Mit A1,..., A, € IK |, IK Koérper, setzen wir:

M O - - 0
0 X 0 -~ 0
diag(Ai, ..., An) == | . :
0 - - A

Lemma 5.1

Ser X ein n—dimensionaler IK —Vektorraum und sei L : X — X ein Endomor-
phismus. Sei A = (aij)izl(l)n’jzl(l)n die Matrizdarstellung von L bzgl. der Basis
{z',...,2"} C X. Fiir \i,..., A\, € IK sind dann dquivalent:

(a) A=diag(A,...,\).

(b) L(z") = Nz', 1 <i<n.

Beweis:
(a) = (b): | |
Der Spaltenvektor A;e* ist der Koordinatenvektor des Bildes L(z"), d.h.

L(z") = a2, 1<i<n.

112
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(b) = (a):
Man lese die obige Argumentation riickwérts. [

Definition 5.2

Ser X ein IK —Vektorraum und sei L : X — X ein Endomorphismus.
Ein Skalar A € IK heifst Eigenwert von L genau dann, wenn es einen Vektor

x € X\{0}, genannt Eigenvektor, gibt mit L(z) = Az . .

Der allgemeine Begriff des Eigenwerts eines Endomorphismus tauchte im achtzehnten Jahrhundert
auf, und zwar nicht im Zusammenhang mit linearen Abbildungen, sondern in der Theorie der
linearen Differentialgleichungen. Hierin kann man eine wesentliche Anwendung fiir die folgenden
Uberlegungen zu einer Normalform einer Matrixdarstellung sehen. Die Zusammenfassung aller
Eigenwerte einer linearen Abbildung miindete spiter bei F. Riesz (1880 — 1956) in den Begriff des
Spektrums.

Das Lemma 5.1 sagt uns, welche Basis wir wihlen sollten, damit die Matrixdarstellung
eines Endomorphismus besonders einfach wird, ndmlich eine Basis aus lauter Eigenvek-
toren. Endomorphismen, fiir die eine solche Wahl moglich ist, sind ausgezeichnet und
erhalten einen Namen.

Definition 5.3

Sei X ein IK—Vektorraum. Ein Endomorphismus L : X — X heifit diagona-
lisierbar oder halbeinfach genau dann, wenn es in X eine Basis gibt, die aus

Eigenvektoren von L besteht. -

Beispiel 5.4
Sei IK Korper, X := IK? und sei der Endomorphismus L gegeben durch die Matrix

o )

Diese Abbildung beschreibt offenbar eine Spiegelung der “Ebene“ IK? an der e'-Achse.
Man verifiziert leicht, dafl

e! Eigenvektor zum Eigenwert A = 1

(Auf L({e'}) ist A die Identitit!)

und
e? Eigenvektor zum Eigenwert A = —1

(Auf L({e?*}) ist — A die Identitzt!)
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ist. Also ist A diagonalisierbar. Beachte, daf§ die Matrix A als Diagonalmatrix vorliegt.
O

Die Bezeichnung “diagonalisierbar® wird spéter erst klarer werden. Einige Arbeit werden
wir in die Problemstellung investieren, Basen zu finden, zu denen eine Matrixdarstellung
von oberer Dreiecksgestalt gehort.

Das folgende Beispiel erlautert die Bezeichnung und macht klar, da3 Diagonalisierbarkeit
nicht immer errreichbar ist.

Beispiel 5.5
Sei X = IR? und sei der Endomorphismus L gegeben durch die Matrix

0 —1

()
Diese Abbildung beschreibt offenbar eine Drehung der “Ebene® IR* um den Winkel 7/2.
Dieser Endomorphismus besitzt keine Eigenwerte, und damit definitionsgeméfl auch keine
Eigenvektoren. Da eine Drehung um 7 /2 vorliegt, {iberrascht dies auch nicht, denn Ei-
genvektoren werden durch die Anwendung des Endomorphismus ja nur “gestreckt“. Daf}
in der Tat keine Eigenwerte existieren, verifiziert man so:

Aus Az = Mz folgt —x9 = Ax1, 11 = Axg, also, falls etwa x5 # 0, —15 = A2 25, d.h.
A?2+1 = 0. Da diese Gleichung in IR nicht 1sbar ist, kann auch kein Eigenwert existieren.
Betrachtet man den obigen Endomorphismus bzgl. des Skalarkorpers €', dann édndert sich
die Situation vollstindig, es existiert nun in €*' sogar eine Basis aus Eigenvektoren,
namlich:

u = ie' 4 e? ist Bigenvektor zum Eigenwert \ =i,

v :=e' 4 ie? ist Eigenvektor zum Eigenwert A\ = —i.

Der Endomorphismus L ist also diagonalisierbar. Man rechnet nach, dafl es eine Matrix
S € €% gibt mit ST'AS = D, wobei D eine Diagonalmatrix ist; S := (u|v) leistet
namlich das gewiinschte. u

Die Frage nach der Existenz von Eigenwerten fiithrt auf das Gleichungssystem
(A= AE)x =0,

gesucht ist eine nichttriviale Losung dieses Gleichungssystems. Bringt man dieses Glei-
chungssystem mit Hilfe der Gaulschen Elimination auf obere Dreiecksgestalt, so ist zu
erwarten, dafl sich eine Bedingung an A ergibt, die hinreichend dafiir ist, dafl sich ei-
ne nichttriviale Losung finden 148t. Da sich die Divisionen mit Pivotelementen bei den
Umformungsschritten nachtrédglich durch Multiplikation mit dem Hauptnenner wieder
“beseitigen” lassen, ist zu erwarten, dafl diese hinreichende Bedingung eine polynomiale
Gleichung in A ist; der Grad kann hochstens n sein, da maximal n— 1 Eintrége zu eliminie-
ren sind. Spéater wird uns diese Gleichung als Nullstellengleichung fiir das charakteristische
Polynom wieder begegnen.

Beispiel 5.6
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Sei
2 00
A=0 01| emr?*
0 -1 0
Hier ist
2-X 0 0
A—)\E = 0 -\ 1| em3®.

0 -1 —=A

Da der Rang von A—\FE drei ist fiir A = 0, ist A\ = 0 schon mal auszuschlieflen. Elimination,
angewendet auf A — \FE fiihrt auf

2-X 0 0
0 =\ 1 e R33 .
0 -1 —Xx=\1

Da die Gleichung A\? + 1 = 0 keine Losung besitzt, bleibt nur noch A = 2 als Eigenwert.

Dazu ist

ein Eigenvektor. O

Lemma 5.7

Sei X ein IK —Vektorraum und sei L : X — X ein Endomorphismus. Sind

Ay N € IK paarweise verschiedene Eigenwerte mait zugehorigen Eigenvektoren
b, ... 2" € X, dann sind z', ... " linear unabhdngig.
Beweis:

Vollsténdige Induktion nach 7.
Ist 7 = 1, so ist ! linear uanabhingig, da z' # 0 ist.
Sei die Behauptung nun fiir » — 1 richtig. Sei

> aat=9. (5.1)
i=1
Wenden wir L auf diese Linearkombination an, so entsteht
i=1

Multipliziert man (5.1) mit A, und subtrahiert die so erhaltenen Gleichung von (5.2),

erhalt man )

az()\z — )\T)LIZ'Z =0.

T

s
I
—

Also folgt nun aus der Induktionsvoraussetzung

a;(Ai —N) =0, alsoa;=0,1<i:<r—1.
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Da z" ein Eigenvektor ist, ist wegen (5.1) auch a, = 0. Also sind z!,..., 2" linear un-
abhéngig. [

Folgerung 5.8

Seit X ein endlichdimensionaler IK—Vektorraum. Die Anzahl der verschiedenen Ei-
genwerte eines Endomorphismus L : X — X st nicht groffer als die Dimension
von X.

Beweis:
Triviale Folgerung aus Lemma 5.7 [
Satz 5.9

Sei X # {0} ein endlichdimensionaler €—Vektorraum und sei L : X — X ein
Endomorphismus. Dann besitzt L einen Eigenwert.

Beweis:
Sei n :=dimg X. Sei z € X\{#}. Dann sind die n + 1 Vektoren
z,L(z), L*(z),..., L"(x)

linear abhéngig; hierbei haben wir fiir die n—fache Hintereinanderausfithrung von L kurz
L™ geschrieben. Also gibt es a = (ag, ...,a,) € €™ a # 6, mit

iaiLi(x) =

Sei das Polynom p € Pg definiert durch p(z) := Z a;z',z € €. Da x # 0 ist, ist p nicht

das konstante Polynom. Sei p (unter Verwendung des Fundamentalsatzes der Algebra und
Division mit Rest) zerlegt in Linearfaktoren:

Dann haben wir — man argumentiere induktiv —

i L )\1 de) -0 (L—)\nde)(l')

=0

und folgern daraus, dafl L — \; idx nicht injektiv ist fiir mindestens ein ¢. Dies zeigt, dafl
mindestens ein \; Eigenwert von L ist. [

Das eingangs gegebene Beispiel und der obige Satz belegen, dal der Korper €' dank der
Eigenschaft, dal jedes Polynom mit Koeffizienten in € in Linearfaktoren zerfillt, grofie
Bedeutung fiir die Existenz von Eigenwerten besitzt.

Die Tatsache, dafl nicht immer eine Basis aus Eigenvektoren erreicht werden kann, selbst
im Fall des Skalarkorpers €', erkennt man sehr schnell an folgendem

Beispiel 5.10
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Betrachte auf €' die lineare Abbildung, die durch die Matrix

o 01 2,2
A‘(O 0)6@

vermittelt wird. Sie hat nur den Eigenwert A\ = 0 und die zugehorigen Eigenvektoren
spannen einen eindimensionalen Vektorraum auf, nimlich F := £({e'}). Wir beobachten
aber, daf fiir e? gilt:

(A —Xid)?*(e?) =9.

e? ist Eigenwert in einem weiteren Sinne und e', e? stellt eine Basis von IK? dar. O

Definition 5.11

Sei X ein IK—Vektorraum, sei L : X — X ein Endomorphismus und sei \ € IK
ein Eigenwert von L. Ein Vektor x € X\{0} heifit verallgemeinerter Eigenvek-
tor zum Figenwert X\, falls es ein k € IN gibt mit

(L — Xidx)*(z) = 6.

Wir setzen H(X) := L({z € X|z verallgemeinerter Figenvektor zu A}) und nennen
H(X) den zu A gehiorenden verallgemeinerten Eigenraum oder Hauptraum. -

Lemma 5.12

Sei X ein n — endlichdimensionaler IK—Vektorraum, L : X — X Endomorphis-
mus und sei XA € IK ein Eigenwert von L. Dann gilt:

(a) H(\) = Kern(L — Nidx)".
(b) L(H(X\)) C H(N), d.h. H(\) ist invariant unter L.

Beweis:

Zu (a).

Offenbar ist Kern(L — Xidx)™ C H()).

Sei x ein verallgemeinerter Eigenvektor. Nach Definition gibt es k € IN mit

(L — Nidx)*(z) = 6.
Sei k € IN mit dieser Eigenschaft schon miminal gewahlt, d.h.
(L —XNidx )/ () #6, 0<j<k-—1.

Sind
z, (L — XNidx)(z),..., (L — Xidx)*(z)

linear unabhéngig, dann ist k¥ < n und = € Kern(L — \idx )™ ist gezeigt, da nun

x € Kern(L — Nidx)* C Kern(L — Nidx)"
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ist.
Wir zeigen die lineare Unabhéngigkeit von
z, (L — Nidx)(z), ..., (L — Xidx )" ().

Sei

k-1 A

Z CLZ(L — )\de)z(l') = (9

i=0
mit ag,...,a,_1 € IK. Wenn wir (L — Xidx)*"! auf jede Seite der obigen Identitit an-
wenden, erhalten wir

ao(L — Nidx)* ! (z) =0,
also ap = 0. Anwendung von (L — \idx)¥~2 auf beiden Seiten fiihrt auf a; = 0. So
fortfahrend, erhalten wir insgesamt ag = --- = ax_1 = 0.
Da Kern(L—M\idx)" ein linearer Teilraum von X ist, folgt aus der eben gezeigten Tatsache,
daf jeder verallgemeinerte Eigenvektor in Kern(L — Aidx)™ liegt, schlieBlich H(\) C
Kern(L — XNidx)™.
Zu (b).
Folgt aus (a), da Lo (L — Aidx) = (L — Aidx) o L ist. |

Wir erweitern nun die Aussage von Lemma 5.7.

Lemma 5.13
Sei X IK — Vektorraum und sei L : X — X ein Endomorphismus. Sind
xl ..., 2" € X wverallgemeinerte Eigenvektoren zu paarweise verschiedenen FEigen-
werten Ay, ..., \ € IK, so sind x', ..., x" linear unabhdngig.

Beweis:

Vollstindige Induktion nach r. Ist 7 = 1, so ist ! linear unabhiingig, da z; # 0 ist.
Sei die Behauptung nun fiir » — 1 richtig. Sei

i a;zt = 6.
i=1
Sei k € IN minimal so gewihlt, dafl (L — \;idx)*(x!) = 0 ist. Wende
(L — \idx)" o (L — M\gidx)" oo (L — A\ idx)"
auf die obige Identitdt an. Dies ergibt mit Lemma 5.12
ar(L — A\ idx)" o (L — M\yidx)" o0 -+ o (L — M\, idx)"(z') = 6. (5.3)

Wenn wir

(L —Xgidx)" oo (L—\idx)"

als
((L - )\1 de) + ()\1 - )\2) de)n O-+-+0 ((L — )\1 de) + ()\1 - )\2) de)n

schreiben und jede Potenz nach dem Binomialsatz ,ausmultiplizieren®, bleibt in (5.3)
lediglich der Term

ar(Ar — X)™ - (AL — A)(L — Midx)* 1 (zh) = 6

itbrig. Also ist a; = 0. Mit der Induktionsvoraussetzung folgt ay = --- =a, = 0. [
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5.2 Das Minimalpolynom

Zunichst eine Verabredung.
Sei X ein IK — Vektorraum und sei L € Homp (X, X). Dann ist zu jedem Polynom

p= i a;z" € IK[z] eine lineare Abbildung p;, : X — X erklért durch
i=0

pr(z) =Y a;L'(z), 2 € X.
i=0

Wir schreiben dafiir kurz p(L), d.h. p(L)(-) := pr(-) . (Wir haben hier den Standpunkt
“Polynomfunktion eingenommen.)

Lemma 5.14

Sei X ein endlichdimensionaler IK — Vektorraum und sei L : X — X ein
Endomorphismus.
Dann gibt es eindeutig bestimmte Zahlen k € IN,ay,...,ar_1 € IK mit

agidx + arL+ - +ap L"1+LF =0,

q(L) # O fir alle Polynome q € IK [x]\{6} mit deg(q) < k.

Beweis:
Sei dimp X = n.
Der IK — Vektorraum Homp (X, X) hat die Dimension n?. Also sind

2

tdx,L,...,L"
linear abhéngig in Homy (X, X). Daher gibt es eine kleinste Zahl k£ € IN derart, dafl
idx,L,...,L"
linear abhingig sind. Dann gibt es aber Zahlen ag, a4, ..., ar—1 € IK mit
agidx + a1 L + -+ ap LM+ LF =6

(ar, = 1 kann O.E. angenommen werden, da wir & minimal gew&hlt haben).

Da k € IN minimal gew&hlt ist in obigem Sinne, ist auch die zweite Eigenschaft erfiillt.
Der Grad k ist damit eindeutig bestimmt. Auch ay,...,ar_1 sind eindeutig bestimmt,
denn:

Es gelte auch byidx + by L + -+ 4 by LF~! + L¥ = ©. Dann gilt auch

(b() — CL()) ZdX -+ (bl — CL1)L + -+ (bk—l — ak_l)Lk_l = 6.

Da k in obigem Sinne minimal gewéhlt ist, mufl bp —ag = -+ = bp_1 —ax_1 = 0 gelten. m
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Definition 5.15

Ser X ein endlichdimensionaler IK — Vektorraum und set L : X — X ein
Endomorphismus. Das nach Lemma 5.14 eindeutig bestimmte Polynom

k-1 k-1
"+ apt € K[z) mit L'+) al'=6
1=0 1=0

heifit das Minimalpolynom von L; wir schreiben dafiir py, .

Satz 5.16
Sei X ein endlichdimensionaler IK - Vektqrmum und set L : X — X ein
Endomorphismus mit Minimalpolynom ur. Aquivalent fir A € IK sind:

(a) X ist Eigenwert von L.
(b) X ist Nullstelle von ur, d.h. () =0.

Beweis:

Zu (a) = (b).

Sei A Eigenwert von L mit Eigenvektor z. Dann gilt § = pz(L)(z) = pr(N)z, und da
x # 6 ist, haben wir puy(\) = 0.

Zu (b) = (a).

Sei A € IK mit ur,(A) = 0. Division mit Rest zeigt p11.(2) = (2 — A)g(z) mit einem Polynom
q mit deg(q) < deg(ur). Wegen 6 = ur(L) = (L — Nidx) o q(L) folgt q(L) # 6, da sonst
o, nicht Minimalpolynom wire. Also gibt es 2’ € X mit x := q(L)(2") # 6. Daraus folgt

0 = (L — Nidx)q(L)(@') = (L — Nidx)z.

Also ist x ein Eigenvektor zu . [

Beispiel 5.17
Betrachte auf €*' die lineare Abbildung L, die durch die Matrix

._ 21 2,2
A‘(O 1)6@

vermittelt wird. Sie hat die Eigenwerte A = 2, A = 1. Mit Lemma 5.16 schlieBt man
daraus, daf fiir das Minimalpolynom p, von L gilt:

pur(z) = (2 —2)(z — 1) ¢(2) mit einem Polynom g .
Man stellt fest, dafl (A — 2E)(A — E) = O gilt. Also ist g(z) = 1. 0

Wir haben schon gesehen, dal die Eigenschaft, dafl Eigenwerte im “gewihlten* Skalar-
korper existieren, wesentlich bei der Frage der Diagonalisierbarkeit ist. Hier ist die ent-
sprechende Begriffsbildung.
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Definition 5.18

Sei X ein endlichdimensionaler IK — Vektorraum, sei L : X — X ein Endo-
morphismus. L heifit split iiber IK genau dann, wenn das Minimalpolynom pr,
von L tber IK in Linearfaktoren zerfdllt, d.h. wenn es Ai,..., A\, € IK gibt mit

prL(z) =(z—M)---(2—X\), z€ IK. o

Wir wissen auf Grund des Fundamentalsatzes der Algebra, daf§ jeder Endomorphismus
itber €' split ist.

Die Frage, ob ein Endomorphismus split iiber IK ist, kann auch dahingehend abgewandelt werden,
ob es zu einem Polynom p € IK[z] stets einen Kérper IK' derart gibt, dafl das gegebene Polynom
iiber diesem Korper in Linearfaktoren zerféllt. Dies kann positiv beantwortet werden. Der “kleinste
Korper, der dies leistet, heiflt Zerfallungskorper. Die damit zusammenhéngenden Fragen miinden
ein in die Theorie der endlichen Kérpererweiterungen, die von E. Galois (E. Galois, 1811 — 1832)
in seiner aufregenden Theorie erfaffit wurde.

Lemma 5.19

Sei X endlichdimensionaler IK — Vektorraum und sei der Endomorphismus L :
X — X split dber IK . Sei A € IK ein Eigenwert von L. Dann gilt:

(a) X = Kern(L — Nidx)" @ Bild(L — Nidx)* = H(\) @ Bild(L — Nidx)".
(b) Ist L split iber IK, dann ist auch
L' X' = Bild(L — Xidx)" >z — L(z) € X’

split tiber IK .

Beweis:

Zu (a).

Sei x € Kern(L — Nidx)" N Bild(L — Aidx)™. Dann ist (L — Aidx)"(z) = 6 und es gibt
y € X mit (L — Xidx)"(y) = x. Daraus folgt (L — \idx)*"(y) = 0. Aus Lemma 5.12 folgt
(L — XNidx)™(y) = 0, also = = 6.

Dies zeigt Kern(L — Nidx )" N Bild(L — Aidx)™ = 6. Aus der Dimensionsformel 4.39 folgt

X = Kern(L — Nidx)" @ Bild(L — Nidx )"

Beachte noch Kern(L — Nidx)™ = H()) (sieche Lemma 5.12).

Zu (b).
Ist deg(pr) > deg(pr), dann ist pr = pr auf Grund der Definition von puy.
Ist deg(pr/) < deg(pr), dann erhalten wir mit Division mit Rest

pr = pp f+r
mit Polynomen f,r, wobei deg(r) < deg(ur/) ist. Aus

6 = (L) = uu (L) F(L) +r(L) = (L)



Baumeister: Lineare Algebra I / Stand: August 1996 122

folgt (L') = © und wegen deg(r) < deg(pr/) schlieflich » = . Also ist pz ein Teiler von
pur und L' ist split iiber IK . |

Lemma 5.20

Sei X endlichdimensionaler IK — Vektorraum und sei der Endomorphismus L :
X — X split iber IK . Dann gilt:

X = L({H(N)|A\ Eigenwert von L})

Beweis:

Sei n := dimk X. Der Beweis erfolgt mittels Induktion nach n.

Der Induktionsbeginn n = 1 ist trivial.

Sei n > 1. Sei A ein Eigenwert von L. Ein Eigenwert existiert, da das Minimalpolynom
iitber IK in Linearfaktoren zerfillt. Betrachte

L': X' :=Bild(L — Xidx)" >z —— L